Algoritmos y Estructuras de Datos

Mario Storti, Jorge D’Elia, Rodrigo Paz, Lisandro Dalcin, y Martin Pucheta
<{jdelia,rodrigop,mpucheta}@intec.unl.edu.ar>, <{mario.storti,dalcinl}@gmail.com>

www: http: //www. cimec. org. ar/aed
Facultad de Ingenieria y Cliencias Hidricas
Universidad Nacional del Litoral http: //fich. unl. edu. ar
Centro Internacional de Métodos Computacionales en Ingenieria
http://www. cimec. org. ar

(Document version: aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean)
(Date: Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300)


http://www.cimec.org.ar/aed
http://fich.unl.edu.ar
http://www.cimec.org.ar

Indice

1. Diseno y analisis de algoritmos 9
1.1. Conceptos basicos de algoritmos . . . . . . . . ... L L 9
1.1.1. Ejemplo: Sincronizacién de acceso a objetos en cdlculo distribuido . . . . . .. 10
1.1.2. Introduccién béasica a grafos . . . . . . . . ..o L Lo o 11
1.1.3. Planteo del problema mediante grafos . . . . .. ... ... ... ... ... . 11
1.1.4. Algoritmo de buisqueda exhaustiva . . . . . . . . ... ... ... ... 13
1.1.5. Generacién de las coloraciones . . . . . . . . . ... ... 13
1.1.6. Crecimiento del tiempo de ejecucién . . . . . . .. ..o 16
1.1.7. Busqueda exhaustiva mejorada . . . . . . .. .. ... L. 17
1.1.8. Algoritmo heuristico dvido . . . . . . . .. ... 19
1.1.9. Descripcién del algoritmo heuristico en seudo-cédigo . . . . . . . ... ... .. 22
1.1.10. Crecimiento del tiempo de ejecucién para el algoritmo avido . . . . . . . . . .. 27
1.1.11. Conclusion del ejemplo . . . . . . . .. .. 27

1.2. Tipos abstractos de datos . . . . . . . . . . .. e 27
1.2.1. Operaciones abstractas y caracteristicas del TAD CONJUNTO . . .. ... .. 28
1.2.2. Interfase del TAD CONJUNTO . . . . . . . . . . . i 29
1.2.3. Implementacién del TAD CONJUNTO . . ... ... ... . ... ... .... 30

1.3. Tiempo de ejecucién de un programa . . . . . . . . . . o b e e e e 31
1.3.1. Notacién asintOtica . . . . . . . . . ..o 32
1.3.2. Invariancia ante constantes multiplicativas . . . . . . . . . . ... ... ... .. 34
1.3.3. Invariancia de la tasa de crecimiento ante valores en un conjunto finito de puntos 34
1.3.4. Transitividad . . . . . . . ..o 34
1.3.5. Regladelasuma . . . . . . . .. .. . 34
1.3.6. Regla del producto . . . . . . . . . . e 35
1.3.7. Funciones tipicas utilizadas en la notacién asintética . . . . . . . . .. ... .. 35
1.3.8. Equivalencia . . . . . . ... 36
1.3.9. La funcién factorial . . . . . . . . ... 36
1.3.10. Determinacién experimental de la tasa de crecimiento . . . . . . ... ... .. 38
1.3.11. Otros recursos computacionales . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 39
1.3.12. Tiempos de ejecuciéon no-polinomiales . . . . . . . .. .. .. ... 39
1.3.13. Problemas Py NP . . . . . . . o o 39
1.3.14. Varios pardametros en el problema . . . . . . . . ... Lo oo 40

1.4. Conteo de operaciones para el cdlculo del tiempo de ejecuciéon . . . . . . ... .. ... 40



INDICE
INDICE

1.4.1. Bloquesif . . . . . . . . . .
1.4.2. Lazos . . . . . . . e e e e e e
1.4.3. Suma de potencias . . . . . . . . . ...
1.4.4. Llamadas arutinas . . . . . . . . . . . . . . .
1.4.5. Llamadas recursivas . . . . . . . . . . . . . e e e

2. Tipos de datos abstractos fundamentales

2.1. EITAD Lista . . . . . . . o o e
2.1.1. Descripcién matematica de las listas . . . . . . . . .. ... ... ...
2.1.2. Operaciones abstractas sobre listas . . . . . ... .. ... ... ....
2.1.3. Una interfase simple para listas . . . . . . . ... .. ... ... ....
2.1.4. Funciones que retornan referencias . . . . . .. ... ... ... ....
2.1.5. Ejemplos de uso de la interfase basica . . . . ... ... ... ... ..
2.1.6. Implementacion de listas por arreglos . . . . . . ... ... ... ...

2.1.6.1. Eficiencia de la implementacién por arreglos . . . . . . . ..
2.1.7. Implementaciéon mediante celdas enlazadas por punteros . . . . . . . .
2.1.7.1. Eltipo posicién . . . . .. .. o o
2.1.7.2. Celda de encabezamiento . . . . . .. ... ... .......
2.1.7.3. Las posiciones begin() y end() . ... ... ... .. ....
2.1.7.4. Detalles de implementacién . . . . . .. . ...
2.1.8. Implementaciéon mediante celdas enlazadas por cursores . . . . .. ..
2.1.8.1. Cémo conviven varias celdas en un mismo espacio . . . . . .
2.1.8.2. Gestiébndeceldas . . . .. .. ... oo
2.1.8.3. Analogia entre punteros y cursores . . . . . . . . .. ... ..

2.1.9. Tiempos de ejecucién de los métodos en las diferentes implementaciones.
2.1.10. Interfase STL . . . . . . . . . . . .
2.1.10.1. Ventajas de la interfase STL . . . .. ... ... ... ....
2.1.10.2. Ejemplodeuso . . . . . .. ... o
2.1.10.2.1. Uso de templates y clases anidadas . . .. .. ...
2.1.10.2.2. Operadores de incremento prefijo y postfijo: . . . .
2.1.10.3. Detalles de implementacién . . . . . .. . ... ... ... ..
2.1.10.4. Listas doblemente enlazadas . . . .. ... ... ... ....

22, EITAD pila . . . . . . o
2.2.1. Una calculadora RPN conuna pila . . . . . . ... ... ... .....
2.2.2. Operaciones abstractas sobre pilas . . . . . . ... ... ... ..
2.2.3. Interfase parapila . . . . . . . . ... ...
2.2.4. Implementacién de una calculadora RPN . . . . ... ... ... ...
2.2.5. Implementacion de pilas mediante listas . . . . . . .. ... ... ...
2.2.6. La pila como un adaptador . . . . . ... .. L L oL
2.2.7. Imterfase STL . . . . . . . . . . . . .

23. EITAD cola. . . . . . . . e
2.3.1. Intercalacion de vectores ordenados . . . . . . . . ... ... L.

2.3.1.1. Ordenamiento por inserciéon . . . . . . . . .. ... ... ...
2.3.1.2. Tiempo de ejecucion . . . . . . . . . . ...

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300))



INDICE

INDICE

2.3.1.3. Particularidades al estar las secuencias pares e impares ordenadas . . 94

2.3.1.4. Algoritmo de intercalacién con una cola auxiliar . . . .. .. ... .. 95

2.3.2. Operaciones abstractas sobre colas . . . . . .. . ... ... ... ... ..... 96
2.3.3. Imterfase para cola . . . . . . . .. . 96
2.3.4. Implementacion del algoritmo de intercalacion de vectores . . . . . . . . .. .. 97
2.3.4.1. Tiempo de ejecucion . . . . . . . . . . ..o 98

2.4. El TAD correspondencia . . . . . . . . . . . . e e 98
2.4.1. Interfase simple para correspondencias . . . . . . . . .. .. ... 0. 101
2.4.2. Implementaciéon de correspondencias mediante contenedores lineales . . . . . . 103
2.4.3. Implementaciéon mediante contenedores lineales ordenados . . . . . . . ... .. 104
2.4.3.1. Implementacién mediante listas ordenadas . . . . . . . .. ... ... 106

2.4.3.2. Interfase compatible con STL . . . . . . . ... ... .. ... ..... 107

2.4.3.3. Tiempos de ejecucién para listas ordenadas . . . . . . . ... ... .. 110

2.4.3.4. Implementacién mediante vectores ordenados . . . . . . ... .. ... 110

2.4.3.5. Tiempos de ejecucién para vectores ordenados . . . . . . .. ... .. 113

2.4.4. Definicién de una relacién deorden . . . . . . . . ... ... 114
2.4.4.1. Equivalencia entre las diferentes relaciones de orden . . . . . .. . .. 115

3. Arboles 116
3.1. Nomenclatura basica de &rboles . . . . . . . . . . ... oL 116
3.1.0.1.1. Alturadeunnodo. . . ... ... ... ... .. ... .. .. 118

3.1.0.1.2. Profundidad de un nodo. Nivel. . . . . ... ... ... ... 118

3.1.0.1.3. Nodos hermanos . . . . . ... ... ... ... .. ... 118

3.2. Ordendelosnodos . . . . . . . . . . . e 118
3.2.1. Particionamiento del conjunto denodos . . . . . . ... ... L. 119
3.2.2. Listado de los nodos de un arbol . . . . . .. ... ... ... .......... 121
3.2.2.1. Orden previo . . . . . . . . .. e 121

3.2.2.2. Orden posterior . . . . . . . . .. e 121

3.2.2.3. Orden posterior y la notacién polaca invertida . . . . . .. ... ... 122

3.2.3. Notacion Lisp para arboles . . . . . . . . ... o oo o 123
3.2.4. Reconstruccion del arbol a partir de sus 6rdenes . . . . . . . . ... ... ... 124

3.3. Operaciones con arboles . . . . . . . .. L L e 126
3.3.1. Algoritmos para listar nodos . . . . . . . . . ... Lo 126
3.3.2. Imsercion en arboles . . . . . . . . 128
3.3.2.1. Algoritmo para copiar arboles . . . . . .. ... ... ... 128

3.3.3. Supresién en arboles . . . . . ... 130
3.3.4. Operaciones basicas sobre el tipoarbol . . . . . . . . .. ... 131

3.4. Interfase basica para arboles . . . . . . . . . ... .. e 131
3.4.1. Listados en orden previo y posterior y notaciéon Lisp . . . . . . ... ... ... 135
3.4.2. Funciones auxiliares para recursion y sobrecarga de funciones . . . . . . .. .. 135
3.4.3. Algoritmos de copia . . . . . . ... 136
3.4.4. Algoritmode poda . . . . . ... L 136

3.5. Implementacion de la interfase basica por punteros . . . . . . . . ... ... ... 136
3.5.1. El tipoiterator . . . . . . . . . . 137
((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 3



INDICE

INDICE
3.5.2. Lasclases cell eiterator.t . . . . . . . . ... . ... ... 138
3.5.3. Laclase tree . . . . . . . . e 141
3.6. Interfase avanzada . . . . . . . . . . ... 143
3.6.1. Ejemplo de uso de la interfase avanzada . . . . . . . . ... ..o 147
3.7. Tiempos de ejecucion . . . . . . . . . . 150
3.8. Arboles binarios . . . . . . . e e e e 150
3.8.1. Listados en orden simétrico . . . . . . . . . . .. ... o 151
3.8.2. Notacion Lisp . . . . . . . o o e 151
3.8.3. Arbol binario 1leno . . . . . oo 151
3.8.4. Operaciones basicas sobre drboles binarios . . . . . . ... ... ... 152
3.8.5. Interfases e implementaciones . . . . . . . . . .. ... 153
3.8.5.1. Imterfase bésica. . . . . . . . . . ... 153
3.8.5.2. Ejemplo de uso. Predicados de igualdad y espejo . . . . . . ... ... 153
3.8.5.3. Ejemplo de uso. Hacer espejo “in place” . . . . ... ... ... .... 155
3.8.5.4. Implementacién con celdas enlazadas por punteros . . . .. .. ... 157
3.8.5.5. Imterfase avanzada . . . . . . . . . . ... ... 162

3.8.5.6. Ejemplo de uso. El algoritmo apply y principios de programacién fun-
cional. . ... e 162
3.8.5.7. Implementacion de la interfase avanzada . . . . . . . ... ... ... 164
3.8.6. Arboles de Huffman . . . . ... ... ... ... .. ... ... ... ... 167
3.8.6.1. Condicion de prefijos . . . . . . ... s 168
3.8.6.2. Representacion de cédigos como arboles de Huffman . . . . . . . . .. 169
3.8.6.3. Cddigos redundantes . . . . . . .. ... Lo 170
3.8.6.4. Tabla de cédigos O6ptima. Algoritmo de busqueda exhaustiva . . . . . 171
3.8.6.4.1. Generacién de los arboles . . . . . . . ... ... ... ..., 172
3.8.6.4.2.  Un toque de programacién funcional . . . . . . .. ... ... 174
3.8.6.4.3. El algoritmo de combinacién . . . . ... ... ... ... 175
3.8.6.4.4. Funcién auxiliar que calcula la longitud media . . . . . . .. 177
3.8.6.4.5. Usodecombycodelen ... ... ... ... .. ........ 178
3.8.6.5. El algoritmo de Huffman . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. 179
3.8.6.6. Implementacion del algoritmo . . . . . .. .. ..o 181
3.8.6.7. Un programa de compresion de archivos . . . . . . .. ... ... ... 184
4. Conjuntos 193
4.1. Introduccién a los conjuntos . . . . . . . . . .. e 193
4.1.1. Notacién de conjuntos . . . . . . . . . . . 193
4.1.2. Interfase bdsica para conjuntos . . . . . . . . . . . .. 194
4.1.3. Anélisis de flujode datos . . . . . . .. ... L e 195
4.2. Implementacion por vectores de bits . . . . . . . . . ... ... . 200
4.2.1. Conjuntos universales que no son rangos contiguos de enteros . . . . . . . . . . 201
4.2.2. Descripcién del ¢6digo . . . . . . . .. 201
4.3. Implementacion con listas . . . . . . . . . . . . 204
4.3.0.1. Similaridad entre los TAD conjunto y correspondencia . . . . . .. .. 204
4.3.0.2.  Algoritmo lineal para las operaciones binarias . . . . . ... ... .. 204

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 4



INDICE

INDICE

4.3.0.3. Descripcién de la implementaciéon . . . . . ... ... L. 206

4.3.0.4. Tiempos de ejecucién . . . . . . . ..o 209

4.4. Interfase avanzada para conjuntos . . . . . . . . . . . . ... 209
4.5. El diccionario . . . . . . . . . . e e e e e 212
4.5.1. La estructura tabla de dispersién . . . . . . . ... ... Lo L. 212
4.5.2. Tablas de dispersién abiertas . . . . . . . . . ... Lo 213
4.5.2.1. Detalles de implementacién . . . . . . ... ... 214

4.5.2.2. Tiempos de ejecucion . . . . . . ... o o 217

4.5.3. Funciones de dispersion . . . . . . . . ... 217
4.5.4. Tablas de dispersién cerradas . . . . . . . . ..o oo 218
4.5.4.1. Costo de la insercién exitosa . . . . . . . .. ... 219

4.5.4.2. Costo de la insercién no exitosa . . . . . .. .. ..o L. 221

4.5.4.3. Costodelabusqueda . .. ... ... ... ... ... ... ...... 222

4.5.4.4. Supresién de elementos . . . . .. ..o 223

4.5.4.5. Costo de las funciones cuando hay supresién . . . . . . . ... .. .. 223

4.5.4.6. Reinsercion delatabla . . . .. ... ... ... ... ... ... 223

4.5.4.7. Costo de las operaciones con supresion . . . . . . . .. .. ... ... 225

4.5.4.8. Estrategias de redispersién . . . . . . ... 0oL 225

4.5.4.9. Detalles de implementacién . . . . . . ... oo 226

4.6. Conjuntos con arboles binarios de busqueda . . . . . . . . . ... ... L. 229
4.6.1. Representacién como lista ordenada de los valores . . . . ... ... ... ... 230
4.6.2. Verificar la condicibn de ABB . . . . . . ... ... o L. 230
4.6.3. Minimo y maximo . . . . . . . ... e e e e 231
4.6.4. Buscar un elemento . . . . . . . . ... 232
4.6.5. Costo de minimo y maximo . . . . . . . . . ... L 232
4.6.6. Operacion de inSercion . . . . . . . . . . .. L oo e 234
4.6.7. Operacién de borrado . . . . . . . .. 234
4.6.8. Recorridoenelarbol . . . . . . . .. . L 236
4.6.9. Operaciones binarias . . . . . . . . . . . . 237
4.6.10. Detalles de implementacién . . . . . . . . ... oo oo 237
4.6.11. Tiempos de ejecucion . . . . . . . . ..o 242
4.6.12. Balanceo del &rbol . . . . . . .. oL 242

5. Ordenamiento 244
5.1. IntroducciOn . . . . . . . . . . e 244
5.1.1. Relaciones de orden débiles . . . . . . .. ... Lo oL o 244
5.1.2. Signatura de las relaciones de orden. Predicados binarios. . . . . . .. ... .. 246
5.1.3. Relaciones de orden inducidas por composicién . . . . . . . ... ... ... .. 248
5.1.4. Estabilidad . . . . . . . .. L 249
5.1.5. Primeras estimaciones de eficiencia . . . . . . . . .. ... 249
5.1.6. Algoritmos de ordenamiento en las STL . . . . . ... ... ... ... ..... 249

5.2. Métodos de ordenamiento lentos . . . . . . .. ... Lo oL 250
5.2.1. El método de la burbuja . . . . . . .. .. . oo 250
5.2.2. Elmétododeinsercidén . . . . . . . . . . ... 251

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 5



INDICE
INDICE

5.2.3. El método de seleccion . . . . . . . . ...
5.2.4. Comparacion de los métodos lentos . . . . . . . ... ... ... ....
5.2.5. Estabilidad . . . . .. ...
5.3. Ordenamiento indirecto . . . . . . . . . . . ... .. .. ... .
5.3.1. Minimizar la llamada a funciones . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.4. El método de ordenamiento rapido, quick-sort . . . . . . . .. ...
5.4.1. Tiempo de ejecucion. Casos extremos . . . . . . . . . . . . .. .. ..
5.4.2. Eleccién del pivote . . . . . . ..o
5.4.3. Tiempo de ejecucion. Caso promedio. . . . . . . . . . ... ... ...
5.4.4. Dispersion de los tiempos de ejecucién . . . . .. ..o oo
5.4.5. Eleccién aleatoria del pivote . . . . . . . . ...
5.4.6. El algoritmo de particién . . . . . . ... Lo
5.4.7. Tiempo de ejecucion del algoritmo de particionamiento . . . . .. ..
5.4.8. Btusqueda del pivote por la mediana . . . . ... ... ... L.
5.4.9. Implementacion de quick-sort . . . . . .. ..o Lo
5.4.10. Estabilidad . . . . . . . .. ...
5.4.11. El algoritmo de intercambio (swap) . . . . . . .. ... ... ... ...
5.4.12. Tiempo de ejecucion del quick-sort estable . . . . . . . ... ... ...
5.5. Ordenamiento por monticulos . . . . . . .. .. .. . L oL
5.5.1. Elmonticulo . ... .. ... ... ...
5.5.2. Propiedades . . . . . . ..
5.5.3. Imsercidn . . . . . . ...
5.5.4. Costodelainsercién . . . . . . . . .. L. Lo
5.5.5. Eliminar el minimo. Re-heap. . . . . . . .. ... ... ... .....
5.5.6. Costodere-heap . . . . . . . . . . . . .
5.5.7. Implementacion in-place . . . . . . . ... Lo
5.5.8. El procedimiento make-heap . . . . . .. . ... ... ...
5.5.9. Implementacion . . . . . . . ...
5.5.10. Propiedades del ordenamiento por monticulo . . . . . ... ... ...
5.6. Ordenamiento por fusién . . . . . . . .. ... Lo Lo
5.6.1. Implementacion . . . . . . . .. .. oL
5.6.2. Estabilidad . . . . .. ... .
5.6.3. Version estable de split . . . . . .. ... Lo
5.6.4. Merge-sort para vectores . . . . . . . ... oL o e
5.6.5. Ordenamiento externo . . . . . . . . . . . . . .. .

5.7. Comparacion de algunas implementaciones de algoritmos de ordenamiento

6. GNU Free Documentation License

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300))



Sobre este libro:

Este libro corresponde al curso Algoritmos y Estructura de Datos que se dicta en la curricula de
Ingenieria Informatica y Analista en Informatica Aplicada de la Facultad de Ingenieria y Ciencias
Hidricas (http://www.fich.unl.edu.ar) de la Universidad Nacional del Litoral (http://www.unl.
edu.ar).

Pagina web del curso: La pagina web del curso es http://www.cimec.org.ar/aed. En esa pagina
funciona un wiki, listas de correo y un repositorio de archivos donde se puede bajar la mayor parte
del cédigo que figura en el libro. Este libro se puede bajar en formato PDF de esa pagina también.

Licencia de uso: This book is Copyright (c) 2004-2007, Mario A. Storti, Jorge D’Elia, Rodrigo R.
Paz, Lisandro Dalcin, Martin Pucheta. Permission is granted to copy, distribute and/or modify this
document under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.1 or any later version
published by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, with no Front-Cover Texts,
and with no Back-Cover Texts. A copy of the license is included below in the section entitled “GNU
Free Documentation License”.

Utilitarios usados: Todo este libro ha sido escrito con utilitarios de software libre, de acuerdo a los
lineamientos de la Free Software Foundation/GNU Project (http://www.gnu.org). La mayoria de los
utilitarios corresponden a un sistema Fedora Core release 6 (Zod) Kernel 2.6.18-1.2798.fc6
on an i686.

= El libro ha sido escrito en KTEX y convertido a PDF con pdflatex. El libro estd completamente
inter-referenciado usando las utilidades propias de XTEX y el paquete hyperref.

s Muchos de los ejemplos con un matiz matematicos han sido parcialmente implementados en
Octave (http://www.octave.org). También muchos de los gréficos.

= Los ejemplos en C++ han sidos desarrollados y probados con el compilador GCC 4.1.1 20061011
(Red Hat 4.1.1-30)) (http://gcc.gnu.org) y con la ayuda de GNU Make 3.81 http://www.
gnu.org/software/make/make.html.

» Las figuras han sido generadas con Xfig 3.2.4-21.1 (http://www.xfig.org/).

» El libro ha sido escrito en forma colaborativa por los autores usando Git 1.5.0.6. (http://git.
or.cz/).


http://www.fich.unl.edu.ar
http://www.unl.edu.ar
http://www.unl.edu.ar
http://www.cimec.org.ar/aed
http://www.gnu.org
http://www.octave.org
http://gcc.gnu.org
http://www.gnu.org/software/make/make.html
http://www.gnu.org/software/make/make.html
http://www.xfig.org/
http://git.or.cz/
http://git.or.cz/

INDICE
INDICE

Errores Al final del libro hay un capitulo dedicado a reportar los errores que se van detectando
y corrigiendo. Este capitulo se irda publicando en la pagina web por separado, de manera que si Ud.
posee una version anterior del libro puede bajar las erratas y corregir su version.

Si encuentra algiin error en el libro le agradecemos reportarlo a cualquiera de los autores, indicando
la versién del libro, tal como aparece en la portada.
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Capitulo 1

Diseno y analisis de algoritmos

1.1. Conceptos basicos de algoritmos

No existe una regla precisa para escribir un programa que resuelva un dado problema practico.
Al menos por ahora escribir programas es en gran medida un arte. Sin embargo con el tiempo se han
desarrollado un variedad de conceptos que ayudan a desarrollar estrategias para resolver problemas y
comparar a priori la eficiencia de las mismas.

Por ejemplo supongamos que queremos resolver el “Problema del Agente Viajero” (TSP, por
“Traveling Salesman Problem”) el cual consiste en encontrar el orden en que se debe recorrer un
cierto numero de ciudades (esto es, una serie de puntos en el plano) en forma de tener un recorrido
minimo. Este problema surge en una variedad de aplicaciones practicas, por ejemplo encontrar caminos
minimos para recorridos de distribucién de productos o resolver el problema de “la vuelta del caballo
en el tablero de ajedrez”, es decir, encontrar un camino para el caballo que recorra toda las casillas del
tablero pasando una sola vez por cada casilla. Existe una estrategia (trivial) que consiste en evaluar
todos los caminos posibles. Pero esta estrategia de “biisqueda exhaustiva” tiene un gran defecto, el
costo computacional crece de tal manera con el nimero de ciudades que deja de ser aplicable a partir
de una cantidad relativamente pequena. Otra estrategia “heuristica” se basa en buscar un camino que,
si bien no es el éptimo (el de menor recorrido sobre todos los posibles) puede ser relativamente bueno
en la mayoria de los casos préacticos. Por ejemplo, empezar en una ciudad e ir a la més cercana que
no haya sido ain visitada hasta recorrerlas todas.

Una forma abstracta de plantear una estrategia es en la forma de un “algoritmo”, es decir una
secuencia de instrucciones cada una de las cuales representa una tarea bien definida y puede ser
llevada a cabo en una cantidad finita de tiempo y con un ntmero finito de recursos computacionales.
Un requerimiento fundamental es que el algoritmo debe terminar en un nimero finito de pasos, de
esta manera él mismo puede ser usado como una instruccién en otro algoritmo mas complejo.

Entonces, comparando diferentes algoritmos para el TSP entre si, podemos plantear las siguientes
preguntas

= ;Da el algoritmo la solucién éptima?
» Si el algoritmo es iterativo, ;converge?

= ;Como crece el esfuerzo computacional a medida que el nimero de ciudades crece?
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1.1.1. Ejemplo: Sincronizacién de acceso a objetos en calculo distribuido

Consideremos un sistema de procesamiento con varios procesadores que acceden a un area de
memoria compartida. En memoria hay una serie de objetos Og, O, ... On_1, con n = 10 y una serie
de tareas a realizar Ty, 11, ... T,—1 con m = 12. Cada tarea debe modificar un cierto subconjunto de
los objetos, segun la siguiente tabla

u TO modifica Oo, 01 y 03.
= 77 modifica Oy4 y Os.

s TH modifica Oy.

= T3 modifica Oz y Og

s T modifica O1 y Oy.

= 75 modifica Oy y O7.

s T modifica Oy, Oz, O3 y Og.
u T7 modifica 01, 07, 08-

s T modifica Os, O7 y Og.
s Ty modifica Os.

= T19 modifica Og, Og y Og.
u T11 modifica Og.

Las tareas pueden realizarse en cualquier orden, pero dos tareas no pueden ejecutarse al mismo
tiempo si acceden al mismo objeto, ya que los cambios hechos por una de ellas puede interferir con los
cambios hechos por la otra. Debe entonces desarrollarse un sistema que sincronice entre si la ejecuciéon
de las diferentes tareas.

Una forma trivial de sincronizacién es ejecutar cada una de las tareas en forma secuencial. Primero
la tarea Ty luego la T3 y asi siguiendo hasta la 711, de esta forma nos aseguramos que no hay conflictos
en el acceso a los objetos. Sin embargo, esta solucién puede estar muy lejos de ser éptima en cuanto
al tiempo de ejecucion ya que por ejemplo Ty y T pueden ejecutarse al mismo tiempo en diferentes
procesadores ya que modifican diferentes objetos. Si asumimos, para simplificar, que todas las tareas
llevan el mismo tiempo de ejecucién 7, entonces la version trivial consume una cantidad de tiempo
mT, mientras que ejecutando las tareas Ty y 71 al mismo tiempo reducimos el tiempo de ejecucién a
(m—1)r.

El algoritmo a desarrollar debe “particionar” las tareas en una serie de p “etapas” Ey, ... Ep.
Las etapas son simplemente subconjuntos de las tareas y la particion debe satisfacer las siguientes
restricciones

» Cada tarea debe estar en una y sélo una etapa. (De lo contrario la tarea no se realizaria o se
realizaria mas de una vez, lo cual es redundante. En el lenguaje de la teoria de conjuntos, estamos
diciendo que debemos particionar el conjunto de etapas en un cierto nimero de subconjuntos
“disjuntos”.)

= Las tareas a ejecutarse en una dada etapa no deben acceder al mismo objeto.

Una particiéon “admisible” es aquella que satisface todas estas condiciones. El objetivo es determi-
nar aquella particion admisible que tiene el minimo nimero de etapas.
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Este problema es muy comun, ya que se plantea siempre que hay un niimero de tareas a hacer y
conflictos entre esas tareas, por ejemplo sincronizar una serie de tareas con maquinaria a realizar en
una industria, evitando conflictos en el uso del instrumental o maquinaria, es decir no agendar dos
tareas para realizar simultdneamente si van a usar el microscopio electrénico.

1.1.2. Introduccion basica a grafos

El problema se puede plantear usando una estructura matematica conocida como “grafo”. La base
del grafo es un conjunto finito V' de puntos llamados “vértices”. La estructura del grafo esta dada
por las conexiones entre los vértices. Si dos vértices estdn conectados se dibuja una linea que va
desde un vértice al otro. Estas conexiones se llaman “aristas” (“edges”) del grafo. Los vértices pueden
identificarse con un numero de 0 a n, — 1 donde n, es el nimero total de vértices. También es usual
representarlos graficamente con un letra a,b,c,... encerrada en un circulo o usar cualquier etiqueta
Unica relativa al problema.

Desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos un grafo es un subconjunto del conjunto G de
pares de vértices. Un par de vértices estd en el grafo si existe una arista que los conecta. También
puede representarse como una matriz A simétrica de tamano n, X n, con 0’s y 1’s. Si hay una arista
entre el vértice i y el j entonces el elemento A;; es uno, y sino es cero. Ademds, si existe una arista
entre dos vértices ¢ y j entonces decimos que 7 es “adyacente” a j.

S e =R
» B O O rR|O

d
1
1
1
0
1

O o0 T w
o O +» O O+ |T
OOI—‘I—\OI—\(-D
O O BB B O O|=

1 1

—y
o

Figura 1.1: Representacion grafica y matricial del grafo G

En la figura 1.1 vemos un grafo con 6 vértices etiquetados de a a f, representado graficamente y
como una matriz de 0’s y 1’s. El mismo grafo representado como pares de elementos es

G = {{a,b},{a,c}, {a, d}, {a, e}, {b,d}, {c, d}, {c, e}, {c, [}, {d, e}, {d, [}, } (1.1)

Para este ejemplo usaremos “grafos no orientados”, es decir que si el vértice i estd conectado con
el 7 entonces el j esta conectado con el i. También existen “grafos orientados” donde las aristas se

representan por flechas.
Se puede también agregar un peso (un numero real) a los vértices o aristas del grafo. Este peso

puede representar, por ejemplo, un costo computacional.

1.1.3. Planteo del problema mediante grafos

Podemos plantear el problema dibujando un grafo donde los vértices corresponden a las tareas y
dibujaremos una arista entre dos tareas si son incompatibles entre si (modifican el mismo objeto). En
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i

Figura 1.2: Representacion del problema mediante un grafo.

este caso el grafo resulta ser como muestra la figura 1.2.

La buena noticia es que nuestro problema de particionar el grafo ha sido muy estudiado en la
teoria de grafos y se llama el problema de “colorear” el grafo, es decir se representan graficamente
las etapas asignandole colores a los vértices del grafo. La mala noticia es que se ha encontrado que
obtener el coloreado 6ptimo (es decir el coloreado admisible con la menor cantidad de colores posibles)
resulta ser un problema extremadamente costoso en cuanto a tiempo de célculo. (Se dice que es “NP”.

SO
a

Figura 1.3: Coloracién de mapas.

Explicaremos esto en la seccién §1.3.12.)

El término “colorear grafos” viene de un problema que también se puede poner en términos de
colorear grafos y es el de colorear paises en un mapa. Consideremos un mapa como el de la figura 1.3.
Debemos asignar a cada pais un color, de manera que paises limitrofes (esto es, que comparten una
porcién de frontera de medida no nula) tengan diferentes colores y, por supuesto, debemos tratar
de usar el minimo ntmero de colores posibles. El problema puede ponerse en términos de grafos,
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Figura 1.4: Grafo correspondiente al mapa de la figura 1.3.

poniendo vértices en los paises (Cj, j = 1..10) y uniendo con aristas aquellos paises que son limitrofes
(ver figura 1.4).

1.1.4. Algoritmo de biisqueda exhaustiva

Consideremos primero un algoritmo de “biisqueda exhaustiva” es decir, probar si el grafo se puede
colorear con 1 solo color (esto sélo es posible si no hay ninguna arista en el grafo). Si esto es posible el
problema estd resuelto (no puede haber coloraciones con menos de un color). Si no es posible entonces
generamos todas las coloraciones con 2 colores, para cada una de ellas verificamos si satisface las res-
tricciones o no, es decir si es admisible. Si lo es, el problema esta resuelto: encontramos una coloracion
admisible con dos colores y ya verificamos que con 1 solo color no es posible. Si no encontramos nin-
guna coloracién admisible de 2 colores entonces probamos con las de 3 colores y asi sucesivamente. Si
encontramos una coloracion de n. colores entonces serd éptima, ya que previamente verificamos para
cada ntmero de colores entre 1 y n. — 1 que no habia ninguna coloracién admisible.

Ahora tratando de resolver las respuestas planteadas en la seccién §1.1, vemos que el algoritmo
propuesto si da la solucién 6ptima. Por otra parte podemos ver facilmente que si termina en un ntimero
finito de pasos ya que a lo sumo puede haber n. = n, colores, es decir la coloracién que consiste en
asignar a cada vértice un color diferente es siempre admisible.

1.1.5. Generacion de las coloraciones

En realidad todavia falta resolver un punto del algoritmo y es cémo generar todas las coloraciones
posibles de n. colores. Ademas esta parte del algoritmo debe ser ejecutable en un nitimero finito de
pasos asi que trataremos de evaluar cuantas coloraciones N (n., n,) hay para n, vértices con n. colores.
Notemos primero que el procedimiento para generar las coloraciones es independiente de la estructura
del grafo (es decir de las aristas), s6lo depende de cuantos vértices hay en el grafo y del nimero de
colores que pueden tener las coloraciones.

Para n. = 1 es trivial, hay una sola coloraciéon donde todos los vértices tienen el mismo color, es
decir N(n. = 1,n,) = 1 para cualquier n,,.
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Figura 1.5: Posibles coloraciones de dos vértices con dos colores
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Figura 1.6: Las coloraciones de 3 vértices y dos colores se pueden obtener de las de 2 vértices.

Consideremos ahora las coloraciones de n. = 2 colores, digamos rojo y verde. Si hay un sélo vértice
en el grafo, entonces hay s6lo dos coloraciones posibles: que el vértice sea rojo o verde. Si hay dos
vértices, entonces podemos tener 4 coloraciones rojo-rojo, rojo-verde, verde-rojo y verde-verde, es decir
N(2,2) = 4 (ver figura 1.5. Nota: Para que los gréficos con colores sean entendibles en impresién blanco
y negro hemos agregado una pequena letra arriba del vértice indicando el color). Las coloraciones de
3 vértices a, b, c y dos colores las podemos generar a partir de las de 2 vértices, combinando cada una
de las 4 coloraciones para los vértices a y b con un posible color para ¢ (ver figura 1.6, de manera que
tenemos

N(2,3) =2N(2,2) (1.2)
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N(ne,ny) =ne N(neg,ny — 1)

= ng N(ne,ny —2)

Recursivamente, para cualquier n.,n, > 1, tenemos que

(1.3)
=ng" ! N(n, 1)
Pero el nimero de coloraciones para un sélo vértice con n,. colores es n., de manera que
n
N(ne,ny) =npw (1.4)

Esto cierra con la dltima pregunta, ya que vemos que el nimero de pasos para cada uno de los
colores es finito, y hay a lo sumo n, colores de manera que el nimero total de posibles coloraciones a
verificar es finito. Notar de paso que esta forma de contar las coloraciones es también “constructiva”,
da un procedimiento para generar todas las coloraciones, si uno estuviera decidido a implementar la
estrategia de busqueda exhaustiva.

@ ® cf
/ L

un solo color

\.

Figura 1.7: Las 8 posibles coloraciones de un grafo de 3 vértices con dos colores

Notemos que en realidad el conteo de coloraciones (1.4) incluye todas las coloraciones de n. o
menos colores. Por ejemplo si n, = 3 y n. = 2 entonces las n* = 23 = 8 coloraciones son las que se
pueden ver en la figura 1.7. En realidad hay dos (la primera y la dltima) que tienen un sélo color y
las 6 restantes sélo hay 3 esencialmente diferentes, ya que son equivalentes de a pares, por ejemplo la
segunda y la séptima son equivalentes entre si de manera que una de ellas es admisible si y solo si la
otra lo es. De las 3% = 27 coloraciones posibles para un grafo de 3 vértices con 3 colores (o0 menos)
en realidad 3 corresponden a un sélo color, 18 a dos colores y 6 con 3 colores (ver figura 1.8). Las 6
coloraciones de un sélo color son variantes de la tinica posible coloracién de un color. Las 18 de dos
colores son variantes de las 3 tinicas coloraciones de dos colores y las 6 de 3 colores son variantes de
la tnica coloracién posible de 3 colores. O sea que de las 27 coloraciones posibles en realidad sélo
debemos evaluar 5.
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1.1.6. Crecimiento del tiempo de ejecucion

No consideremos, por ahora, la eliminacién de coloraciones redundantes (si quisiéramos eliminarlas
deberiamos generar un algoritmo para generar sélo las esencialmente diferentes) y consideremos que
para aplicar la estrategia exhaustiva al problema de coloracién de un grafo debemos evaluar N = nJ'
coloraciones. Esto corresponde al peor caso de que el grafo necesite el nimero maximo de n. = n,
colores.

Para verificar si una coloracién dada es admisible debemos realizar un cierto niimero de operaciones.
Por ejemplo si almacenamos el grafo en forma matricial, podemos ir recorriendo las aristas del grafo
y verificar que los dos vértices conectados tengan colores diferentes. Si el color es el mismo pasamos
a la siguiente arista. Si recorremos todas las aristas y la coloraciéon es admisible, entonces hemos
encontrado la solucién éptima al problema. En el peor de los casos el niimero de operaciones necesario
para verificar una dada coloracién es igual al nimero de aristas y a lo sumo el nimero de aristas es
Ny + Ny (el nimero de elementos en la forma matricial del grafo) de manera que para verificar todas
las coloraciones necesitamos verificar

Npe = n2n = nlvt? (1.5)

aristas. Asumiendo que el tiempo de verificar una arista es constante, este es el orden del nimero de
operaciones a realizar.

El crecimiento de la funcién n)v con el nimero de vértices es tan rapido que hasta puede generar
asombro. Consideremos el tiempo que tarda una computadora personal tipica en evaluar todas las
posibilidades para n, = 20 vértices. Tomando un procesador de 2.4 GHz (un procesador tipico al
momento de escribir este apunte) y asumiendo que podemos escribir un programa tan eficiente que
puede evaluar una arista por cada ciclo del procesador (en la prictica esto es imposible y al menos
necesitaremos unas decenas de ciclos para evaluar una coloracién) el tiempo en anos necesario para
evaluar todas las coloraciones es de

2022
T =
2.4%x109.3600.24.365

= 5.54x 10" afos (1.6)

Esto es unas 40 veces la edad del universo (estimada en 15.000.000.000 de anos).

Algo que debe quedar en claro es que el problema no esta en la velocidad de las computadoras,
sino en la estrategia de busqueda exhaustiva. Incluso haciendo uso de las mas sofisticadas técnicas de
procesamiento actuales los tiempos no bajarian lo suficiente. Por ejemplo usando uno de los “clusters”
de procesadores méas grandes existentes actualmente (con més de mil procesadores, ver http://www.
top500.org) s6lo podriamos bajar el tiempo de célculo al orden de los millones de anos.

Otra forma de ver el problema es preguntarse cudl es el maximo nimero de vértices que se puede
resolver en un determinado tiempo, digamos una hora de calculo. La respuesta es que ya con n, = 15
se tienen tiempos de més de 5 horas.

En la seccion siguiente veremos que si bien la eliminacién de las coloraciones redundantes puede
reducir significativamente el niimero de coloraciones a evaluar, el crecimiento de la funcién sigue siendo
similar y no permite pasar de unas cuantas decenas de vértices.
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Figura 1.8: Todas las 27 coloraciones de 3 o menos colores son en realidad combinaciones de 5 esen-
cialmente diferentes.

1.1.7. Busqueda exhaustiva mejorada

Para reducir el niimero de coloraciones a evaluar podemos tratar de evaluar sélo las coloraciones
esencialmente diferentes. No entraremos en el detalle de como generar las coloraciones esencialmente
diferentes, pero si las contaremos para evaluar si el nimero baja lo suficiente como para hacer viable
esta estrategia.

Llamaremos entonces Ny(n., n,) al numero de coloraciones esencialmente diferentes para n, vérti-
ces y n. colores. Observando la figura 1.7 vemos que el nimero total de coloraciones para 3 vértices
con 2 o menos colores es

23 = 2 + 6
} Numero de Ntmero de
Ntmero de . . (1.7)
. coloraciones con coloraciones con :
coloraciones con = +
exactamente exactamente
Ne = 2 0 menos
nc == 1 nC = 2
A su vez el numero de coloraciones con n. = 1, que es 2, es igual al nimero de coloraciones

esencialmente diferentes Ny4(1,3) = 1 que es, por las posibilidades de elegir un color de entre 2 que es
2. También el niimero de coloraciones con exactamente 2 colores es igual al nimero de coloraciones
esencialmente diferentes Ny(2,3) que es 3, por el nimero de posibles maneras de elegir 2 colores de
dos, que es 2 (rojo-verde, verde-rojo). En general, puede verse que la cantidad posible de elegir k
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colores de n. es

Ntumero de !
{formas de elegir k} = 7_61“ (1.8)
colores de n, (e )!
de manera que tenemos
23 = 2 . 1 + 2 . 3
2! 2! (1.9)
23 = 0 Ng(1,3) + o Ny(2,3)

Supongamos que queremos calcular las coloraciones esencialmente diferentes para n, = 5 colores,
entonces plantemos las relaciones

1° = éiNd(l,S)
25 = %Nd(l,S) - %:Nd(2,5)
3P = ;Nd(l,@ + zii:Nd(2,5) - %Nd(3,5) (1.10)
45 = ;LiNd(l,S) - ;l—:Nd(2,5) - %Nd(3,5) - E)liNd(475)
5 = 511\@(1,5) + 5—!Nd(2,5) - 5—!Nd(3,5) - 5—!Nd(4,5) - 5—!Nd(5,5)
41 3! ) 1! 0!
O sea
1 = Ny(l,v)
32 = 2N4(1,5) + 2N4(2,5)
243 = 3N4(1,5) + 6Ny(2,5) + 6Ny(3,5) (1.11)
1024 = 4Ny(1,5) + 12N4(2,5) + 24Ny(3,5) + 24 N4(4,5)
3125 = 5N4(1,5) + 20N4(2,5) + 60N4(3,5) + 120N4(4,5) + 120 N4(5,5)

Notemos que de la segunda ecuacién puede despejarse facilmente Ny(2,5) que resulta ser 15. De la
tercera se puede despejar Ng(3,5) ya que conocemos Ng(1,5) y Ng(2,5) y resulta ser Ng(3,5) =25y
asi siguiendo resulta ser

Ny4(1,5) =1
Ny(2,5) =15
Ny4(3,5) =25 (1.12)
Ny(4,5) =10
Ny(5,5) =1
de manera que el namero total de coloraciones esencialmente diferentes es
Ng(1,5) + Ng(2,5) + Ng(3,5) + Ng(4,5) + Ng(5,5) =1+ 15+25+ 10+ 1 =52 (1.13)
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. coloraciones
Ny coloraciones .
diferentes
1 1 1
2 4 2
3 27 5
4 256 15
5 3125 52
6 46656 203
7 823543 877

Tabla 1.1: Numero de coloraciones para un grafo con n, vértices. Se indica el niimero de coloraciones
total y también el de aquellas que son esencialmente diferentes entre si.

Es muy facil escribir un programa (en C++, por ejemplo) para encontrar el nimero total de colora-
ciones esencialmente diferentes para un dado niimero de vértices, obteniéndose una tabla como la 1.1

A primera vista se observa que eliminando las coloraciones redundantes se obtiene una gran re-
duccién en el numero de coloraciones a evaluar. Tomando una serie de valores crecientes de n, y
calculando el ntimero de coloraciones diferentes como en la tabla 1.1 se puede ver que éste crece como

Uz

Ng(ny) =Y Na(ne,ny) ~ nj/? (1.14)

ne=1
El nimero de aristas a verificar, contando n?2 aristas por coloracién es de
~ oMo /2 2 Ny /242
Niem ~ /2 n2 = v/ (1.15)

Sin embargo, si bien esto significa una gran mejora con respecto a n)?, el tiempo para colorear un
grafo de 20 vértices se reduce del tiempo calculado en (1.6) a sélo 99 dias. Esta claro que todavia
resulta ser excesivo para un uso practico.

Una implementacion en C++ del algoritmo de bisqueda exhaustiva puede encontrarse en el cédigo
que se distribuye con este apunte en aedsrc/colgraf.cpp. La coloracién éptima del grafo se
encuentra después de hacer 1.429.561 evaluaciones en 0.4 secs. Notar que el niimero de evaluaciones
baja notablemente con respecto a la estimacién n™+2 a~ 9x10'2 ya que se encuentra una coloracién
admisible para n. = 4 con lo cual no es necesario llegar hasta n. = n,. De todas formas incluso si
tomaramos como cota inferior para evaluar los tiempos de ejecucién el caso en que debierdmos evaluar
al menos todas las coloraciones de 2 colores, entonces tendriamos al menos un tiempo de ejecucién
que crece como 2™ evaluaciones. Incluso con este “piso” para el niimero de evaluaciones, el tiempo de
célculo seria de una hora para n, = 33.

1.1.8. Algoritmo heuristico avido

Una estrategia diferente a la de busqueda exhaustiva es la de buscar una soluciéon que, si bien
no es la éptima (es decir, la mejor de todas), sea aceptablemente buena, y se pueda obtener en un
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tiempo razonable. Si se quiere, ésta es una estrategia que uno utiliza todo el tiempo: si tenemos que
comprar una licuadora y nos proponemos comprar la mas barata, no recorremos absolutamente todos
los bazares y supermercados de todo el planeta y revisamos todos las marcas posibles, sino que, dentro
del tiempo que aceptamos dedicar a esta busqueda, verificamos el costo de los articulos dentro de
algunos comercios y marcas que consideramos los més representativos.

Un algoritmo que produce una solucién razonablemente buena haciendo hipdtesis “razonables”
se llama “heuristico”. Del diccionario: heuristico: una regla o conjunto de reglas para incrementar la
posibilidad de resolver un dado problema.

Un posible algoritmo heuristico para colorear grafos es el siguiente algoritmo ”dvido”. Primero
tratamos de colorear tantos vértices como podamos con el primer color, luego con el segundo color
y asi siguiendo hasta colorearlos todos. La operacion de colorear con un dado color puede resumirse
como sigue

= Seleccionar algun vértice no coloreado y asignarle el nuevo color.

s Recorrer la lista de vértices no colorados. Para cada vértice no coloreado determinar si esta co-
nectado (esto es, posee algin vértice en comun) con un vértice del nuevo color.

Esta aproximacion es llamada avida ya que asigna colores tan rapido como lo puede hacer, sin tener
en cuenta las posibles consecuencias negativas de tal accién. Si estuviéramos escribiendo un programa
para jugar al ajedrez, entonces una estrategia avida, seria evaluar todas las posibles jugadas y elegir la
que da la mejor ventaja material. En realidad no se puede catalogar a los algoritmos como avidos en
forma absoluta, sino que se debe hacer en forma comparativa: hay algoritmos méas avidos que otros.
En general cuanto mas avido es un algoritmo més simple es y més rapido es en cuanto a avanzar para
resolver el problema, pero por otra parte explora en menor medida el espacio de busqueda y por lo tanto
puede dar una solucién peor que otro menos dvida. Volviendo al ejemplo del ajedrez, un programa que,
ademas de evaluar la ganancia material de la jugada a realizar, evalie las posibles consecuencias de la
siguiente jugada del oponente requerird mayor tiempo pero a largo plazo producird mejores resultados.

@—e )
@

Figura 1.9: Ejemplo de un grafo simple para aplicar el algoritmo avido.

Si consideramos la coloracién de un grafo como el mostrado en la figura 1.9 entonces empezando
por el color rojo le asignariamos el rojo al vértice a. Posteriormente recorreriamos los vértices no
coloreados, que a esta altura son {b,c,d, e} y les asignamos el color rojo si esto es posible. Podemos
asignarselo a b pero no a ¢y d, ya que estan conectados a b ni tampoco a e ya que estd conectado a a.
Pasamos al siguiente color, digamos verde. La lista de vértices no coloreados es, a esta altura {c,d, e}.
Le asignamos verde a ¢ y luego también a d, pero no podemos asignarselo a e ya que estd conectado
a ¢y d. El proceso finaliza asigndndole el siguiente color (digamos azul) al ultimo vértice sin colorear
e. El grafo coloreado con esta estrategia se muestra en la figura 1.10.
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Figura 1.10: Izquierda: El grafo de la figura 1.9 coloreado con la estrategia avida. Derecha: Coloracion
optima.

El algoritmo encuentra una solucién con tres colores, sin embargo se puede encontrar una solucién
con dos colores, como puede verse en la misma figura. Esta tltima es 6ptima ya que una mejor deberia
tener s6lo un color, pero esto es imposible ya que entonces no podria haber ninguna arista en el grafo.
Este ejemplo ilustra perfectamente que si bien el algoritmo avido da una solucién razonable, ésta
puede no ser la éptima.

Notemos también que la coloraciéon producida por el algoritmo &vido depende del orden en el
que se recorren los vértices. En el caso previo, si recorriéramos los nodos en el orden {a,e,c,d, b},
obtendriamos la coloracién 6ptima.

En el caso del grafo original mostrado en la figura 1.2, el grafo coloreado resultante con este
algoritmo resulta tener 4 colores y se muestra en la figura 1.11.

Notemos que cada vez que se agrega un nuevo color, por lo menos a un nodo se le asignara ese
color, de manera que el algoritmo usa a lo sumo n, colores. Esto demuestra también que el algoritmo
en su totalidad termina en un ntmero finito de pasos.

Una implementacién en C++ del algoritmo avido puede encontrarse en el cédigo que se distribuye
con este apunte en aedsrc/colgraf. cpp.

Figura 1.11: Grafo coloreado.
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1.1.9. Descripcién del algoritmo heuristico en seudo-cédigo

Una vez que tenemos una version abstracta (matemética) del modelo o algoritmo podemos empezar
a implementarlo para llegar a un programa real que resuelve el problema. Este proceso puede llevarse
a cabo en varias etapas empezando por una descripcion muy general en forma de sentencias vagas,
llamado “seudo-cédigo”, como “elegir un vértice no coloreado”. A veces es comun incluir este seudo-
c6digo en forma de comentarios seguidos por puntos suspensivos que indican que falta completar esa
parte del programa.

Lo ideal es que estas sentencias sean suficientemente claras como para no dejar dudas de cual es la
tarea a realizar, pero también lo suficientemente generales como para no tener que entrar en detalles
y poder disenar rapidamente una version bésica del codigo. Luego en un paso de “refinamiento”
posterior estas sentencias en seudo-codigo son refinadas en tareas mas pequenas, las cuales pueden ser
descriptas parte en lineas de seudo-codigo ellas mismas y parte en sentencias validas del lenguaje, hasta
que finalmente terminamos con un cédigo que puede ser compilado y linkeditado en un programa.

Tomemos como ejemplo el algoritmo heuristico descripto previamente en §1.1.8. La rutina
greedyc mostrada en el cédigo 1.1 (archivo greedy.cpp) toma como argumentos un grafo G,
el conjunto de vértices no coloreados hasta el momento no_col y determina un conjunto de nodos
nuevo_color los cuales pueden ser coloreados con el nuevo color. Los vértices son identificados por
un entero de 0 a nv—1. La rutina ademés mantiene una tabla tabla color donde finalmente que-
daran los colores de cada vértice. El argumento de entrada color indica el color (un entero empezando
desde 0 e incrementandose de a 1 en cada llamada a greedyc) con el cual se estd coloreando en esta
llamada a greedyc. Notar que esta rutina sera llamada posteriormente dentro de un lazo sobre los
colores hasta colorear todos los vértices. Los conjuntos son representados con el template set<...>
de la librerias STL (por “Standard Template Library”, hoy parte del C++ estandar). Falta todavia
implementar la clase graph. El lazo de las lineas 9-17 es un lazo tipico para recorrer un set<>.

1 void greedy(graph &G, set<int> &no_col,

2 set<int> &nuevo_color,

3 vector<int> &tabla_color,int color) {

4+ // Asigna a ‘nuevo_color’ un conjunto de vertices
5 // de ‘G’ a los cuales puede darse el mismo nuevo color
6 // sin entrar en conflicto con los ya coloreados
7 nuevo_color.clear();

8 set<int>::iterator q;

9 for (q=no_col.begin(); q!=no_col.end(); gq++) {
10 if (/* ‘*q’ no es adyacente a

11 ningun vertice en ‘nuevo_color’ ... */) {
12 // marcar a ‘*q’ como coloreado

13 /.

14 // agregar ‘*q’ a ‘nuevo_color’

15 /.

16 }

17}

18 }

Cdédigo 1.1: Rutina para la coloracion de un grafo. Determina el conjunto de vértices que pueden ser
coloreados con un nuevo color sin entrar en conflicto. Version inicial. [Archivo: greedy.cpp]
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Haciendo un breve repaso de los iterators de STL, el iterator g, declarado en la linea 8 actia
como un puntero a int , de hecho #*g es una referencia a un int. Al empezar el lazo apunta al
primer elemento del no_col y en cada iteracién del lazo pasa a otro elemento, hasta que cuando se
han acabado todos toma el valor no_col.end(), con lo cual finaliza al lazo. Dentro del lazo faltan
implementar 3 porciones de cédigo. La condicién del if de las lineas 10-11, el c6digo para marcar al
vértice como coloreado en la linea 13 y para agregarlo a nuevo_color en la linea 15.

Vamos ahora a refinar el algoritmo anterior, expandiendo ahora mas aun la expresién condicional
del if. Para verificar si #q es adyacente a algin vértice de nuevo color debemos recorrer todos
los nodos de nuevo_color y verificar si hay alguna arista entre los mismos y *q. Para esto hacemos
un lazo, definiendo una variable adyacente (ver cédigo 1.2, archivo greedy2.cpp). Al llegar al
comienzo del condicional en la linea 10 la variable adyacente tiene el valor apropiado. Notar que si
se detecta que uno de los vértices de nuevo_color es adyacente a *q, entonces no es necesario seguir
con el lazo, por eso el break de la linea 15. Ademéas hemos implementado las lineas 13 y lineas 15
del cédigo 1.1, resultando en las lineas lineas 20 y lineas 22 del codigo 1.2. La linea 20 simplemente
registra el nuevo color asignado a la tabla tabla colory la linea 22 inserta el vértice que se termina
de colorear *q al conjunto nuevo_color. Notar que deberiamos eliminar los vértices que coloreamos
de no_col pero esto no lo podemos hacer dentro del lazo de las lineas 9-24 del cédigo 1.2, ya que
dentro del mismo se itera sobre no_col. Modificar no_col convertiria en invélido el iterador gy por
lo tanto después no se podria aplicar el operador ++ a g en la linea 9.

1 void greedyc(graph &G, set<int> &no_col,

2 set<int> &nuevo_color,

3 vector<int> &tabla_color,int color) {

4 // Asigna a ‘nuevo_color’ un conjunto de vertices
5 // de ‘G’ a los cuales puede darse el mismo nuevo color
6 // sin entrar en conflicto con los ya coloreados
7 nuevo_color.clear();

8 set<int>::iterator q,w;

o for (gq=no_col.begin(); q!=no_col.end(); q++) {
10 int adyacente=0;

11 for (w=nuevo_color.begin();

12 w!=nuevo_color.end(); w++) {

13 if (/* ‘*w’ es adyacente a ‘*q’ ... */) {

14 adyacente = 1;

15 break;

16 }

17 }

18 if (ladyacente) {

19 // marcar a ‘*q’ como coloreado

20 tabla_color[*q] = color;

21 // agregar ‘*q’ a ‘nuevo_color’

22 nuevo_color. insert (*q);

23 }

24 }

25 }

Cédigo 1.2: Rutina para la coloracion de un grafo. Version refinada. [Archivo: greedy2.cpp]
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Para refinar el condicional de la linea 13 necesitamos definir la clase grafo, para ello utilizaremos
una representacion muy simple, 1til para grafos pequenos basada en mantener una tabla de unos y
ceros como fue descripto en §1.1.2. Como el grafo no es orientado, la matriz es simétrica (A;, = Ay;)
de manera que solo usaremos la parte triangular inferior de la misma. La matriz serd almacenada por
filas en un arreglo vector<int> g de manera que el elemento Aj;, estara en la posicién g[nv* j + k.
La clase grafo se puede observar en el cédigo 1.3. Los elementos de la matriz se acceden a través de una
funcién miembro edge (j, k) que retorna una referencia al elemento correspondiente de la matriz.
Notar que si j < k, entonces se retorna en realidad el elemento simétrico Ay; en la parte triangular
inferior. Como edge () retorna una referencia al elemento correspondiente, puede usarse tanto para
insertar aristas en el grafo

G.edge(j,k) = 1;
como para consultar si un dado par de vértices es adyacente o no

if (!G.edge(j,k)) {
// no estan conectados
/...

}

class graph {
private:
const int nv;
vector<int> g;
public:
// Constructor a partir del numero de vertices
graph(int nv_a) : nv(av_a) { g.resize(av*nv,0); }
// Este metodo permite acceder a una arista tanto para
// agregar la arista (‘g.edge(i,j)=1’) como para
// consultar un valor particular de la
// arista. (‘adyacente = g.edge(i,j)’)
int &edge (int j,int k) {
if (k<=j) return glnv*j+k];
else return glnv*k+j];

© 0 N S A W N~
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Cédigo 1.3: Clase basica de grafo. [Archivo: graph.cpp]

La versién final de la rutina greedyc puede observarse en el codigo 1.4.

void greedyc(graph &G, set<int> &no_col,
set<int> &nuevo_color,
vector<int> &tabla_color,int color) {
// Asigna a ‘nuevo_color’ un conjunto de vertices
// de ‘G’ a los cuales puede darse el mismo nuevo color
// sin entrar en conflicto con los ya coloreados

D LA W N~
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}

nuevo_color.clear();
set<int>::iterator q,Ww;
for (q=no_col.begin(); q!=no_col.end(); q++) {

int adyacente=0;
for (w=nuevo_color.begin();
w!=nuevo_color.end(); w++) {
if (G.edge(*q,*w)) {
adyacente =1 ;
break;
}
}
if (ladyacente) {
// marcar a ‘*q’ como coloreado
tabla_color[*ql] = color;
// agregar ‘*q’ a ‘nuevo_color’
nuevo_color. insert (*q) ;

}

}

Cédigo 1.4: Version final de la rutina [Archivo: greedy3.cpp]

Ahora falta definir el cédigo exterior que iterard los colores, llamando a greedyc. Un primer

esbozo puede observarse en el cédigo 1.5. La rutina greedy toma como argumentos de entrada el
grafo a colorear G, el nimero de vértices nv'y devuelve la coloracion en tabla_color. Internamente
inicializa el conjunto de vértices no coloreados insertando todos los vértices del grafo en la linea 8. A
continuacién entra en un lazo infinito, del cual sélo saldra cuando todos los vértices estén coloreados,
y por lo tanto no_col sea vacio, lo cual todavia debemos implementar en la linea 19. (Notemos que
es valido utilizar un lazo infinito ya que hemos garantizado que el algoritmo se ejecuta a lo sumo
un numero finito de veces, mas precisamente a lo sumo n, veces. ) Dentro del lazo, se determina el
conjunto de vértices al cual se asignara el nuevo color llamando a greedyc (. ..) (linea 13). Luego
debemos sacar los vértices asignados al nuevo color de no_col y, después de verificar la condicién de
fin del algoritmo, incrementar el niimero de color.
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void greedy (graph &G, int nv,

vector<int> &tabla_color) {
int color=0;
set<int> nuevo_color, no_col;
set<int>::iterator q;
// Inicialmente ponemos todos los vertices en
// ‘no_col’
for (int k=0; k<nv; k++) no_col.insert (k);
while (1) {
// Determina a cuales vertices podemos asignar el
// nuevo color
greedyc (G,no_col,nuevo_color,
tabla_color,color);
// Saca los vertices que se acaban de colorear
// (‘nuevo_color’) de ‘no_col’
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16 /7.

17 // Detecta el fin del algoritmo cuando ya no hay
18 // mas vertices para colorear.

19 /).

20 color++;

21 }

22 }

Cédigo 1.5: Algoritmo de coloracién. Se van agregando nuevos colores llamando a greedyc [Archivo:
greedy4.cpp]

En el cédigo 1.6 vemos la version refinada definitiva. La eliminaciéon de los elementos de
nuevo_color de no_col se realiza recorriéndolos y usando la funcion erase de set<>. La de-
teccién de si no_col esta vacio o no se realiza usando la funciéon size (). Esta retorna el nimero de
elementos en el conjunto, de manera que si retorna cero, entonces el conjunto esta vacio.

void greedy(graph &G, int nv,
vector<int> &tabla_color) {
int color=0;
set<int> nuevo_color, no_col;
set<int>::iterator q;
// Inicialmente ponemos todos los vertices en ‘no_col’
for (int k=0; k<nv; k++) no_col.insert (k) ;
while (1) {
// Determina a cuales vertices podemos asignar
// el nuevo color
greedyc (G,no_col,nuevo_color,tabla_color,color);
// Saca los vertices que se acaban de colorear
// (‘nuevo_color’) de ‘no_col’
for (gq=nuevo_color.begin();
q!=nuevo_color.end(); q++)
no_col.erase(*q);
// Detecta el fin del algoritmo cuando ya no hay
// mas vertices para colorear.
if (!'no_col.size()) return;
color++;
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Cédigo 1.6: Algoritmo de coloracién. Version final. [Archivo: greedys.cpp]

El cédigo greedyf. cpp contiene una versién completa del cédigo. En el programa principal se
definen dos grafos pequenos (correspondientes a las figuras 1.9 y 1.2) para probar el algoritmo y
también incluye la posibilidad de generar grafos aleatorios con un nimero de aristas prefijado. Como
para darse una idea de las posibilidades préacticas de este algoritmo, es capaz de colorear un grafo
aleatorio de 5000 vértices y 6.25x10° aristas (la mitad del total posible n,(n, — 1)/2 en 7 segs, en un
procesador de caracteristicas similares a las mencionadas en §1.1.6.
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1.1.10. Crecimiento del tiempo de ejecuciéon para el algoritmo avido

Si bien el calculo de tiempos de ejecucién serd desarrollado mas adelante, en la seccion §1.3, pode-
mos rapidamente tener una idea de como se comporta en funciéon del nimero de vértices. Consideremos
el numero de operaciones que realiza la rutina greedyc (ver cédigo 1.4). El lazo de las lineas 9-17 se
ejecuta a los sumo n, veces, ya que no_col puede tener a lo sumo n, elementos. Dentro del lazo hay
una serie de llamados a funciones (los métodos begin (), end() e insert () de la clase set<>y el
operador incremento de la clase set<>: :iterator). Por ahora no sabemos como estédn implementa-
das estas operaciones, pero de la documentacién de las STL se puede deducir que estas operaciones se
hacen en tiempo constante, es decir que no crecen con n, (En realidad no es asi. Crecen como log n,,
pero por simplicidad asumiremos tiempo constante, y las conclusiones serian basicamente las mismas
si incluyéramos este crecimiento). Por lo tanto, fuera del lazo de las lineas 12-17, todas las otras
instrucciones consumen un nimero de operaciones constante. El lazo de las lineas 12-17 se ejecuta a
lo sumo n, veces y dentro de el sélo se realizan un nimero constante de operaciones (la llamada a
G.edge (. ..) en nuestra implementacion es simplemente un acceso a un miembro de vector<...>
el cual, también de acuerdo a la documentacién de STL se hace en tiempo constante). De manera
que el tiempo de ejecuciéon de greedyc es a lo sumo n? operaciones. Por otra parte, en el cédigo 1.6
tenemos el lazo de las lineas 8-21 el cual se ejecuta un nimero maximo de n, veces. En cada ejecucion
del lazo, la llamada a greedyc consume a lo sumo n? operaciones. En el resto del bloque tenemos
todas lineas que consumen un numero constante de operaciones, menos el lazo de las lineas 15-16, el
cual se ejecuta a lo sumo n, veces y consume en cada iteracién a lo sumo un nimero constante de
operaciones. De manera que todo el bloque de las lineas 8-21 consume a lo sumo n operaciones. Lo
cual significa una dramatica reduccién con respecto a las estimaciones para los algoritmos de busqueda
exhaustiva (1.5) y buisqueda exhaustiva mejorada (1.15).

1.1.11. Conclusién del ejemplo

En toda esta seccién §1.1.1 hemos visto un ejemplo en el cual resolvemos un problema plantean-
do un modelo matemédtico abstracto (en este caso las estructuras grafo y conjunto. Inicialmente el
algoritmo es expresado informalmente en términos de operaciones abstractas sobre estas estructuras.
Posteriormente se genera un primer esbozo del algoritmo con una mezcla de sentencias escritas en C++
(u otro lenguaje) y seudo-cddigo, el cual es refinado en una serie de etapas hasta llegar a un programa
que se puede compilar, linkeditar y ejecutar.

1.2. Tipos abstractos de datos

Una vez que se ha elegido el algoritmo, la implementacién puede hacerse usando las estructuras
mas simples, comunes en casi todos los lenguajes de programacién: escalares, arreglos y matrices.
Sin embargo algunos problemas se pueden plantear en forma maés simple o eficiente en términos
de estructuras informaticas méas complejas, como listas, pilas, colas, arboles, grafos, conjuntos. Por
ejemplo, el TSP se plantea naturalmente en términos de un grafo donde los vértices son las ciudades y
las aristas los caminos que van de una ciudad a otra. Estas estructuras estan incorporadas en muchos
lenguajes de programacién o bien pueden obtenerse de librerfas. El uso de estas estructuras tiene una
serie de ventajas
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= Se ahorra tiempo de programacién ya que no es necesario codificar.
= Estas implementaciones suelen ser eficientes y robustas.

= Se separan dos capas de cddigo bien diferentes, por una parte el algoritmo que escribe el progra-
mador, y por otro las rutinas de acceso a las diferentes estructuras.

= Existen estimaciones bastante uniformes de los tiempos de ejecucion de las diferentes operaciones.

= Las funciones asociadas a cada estructura son relativamente independientes del lenguaje o la
implementacién en particular. Asi, una vez que se plantea un algoritmo en términos de ope-
raciones sobre una tal estructura es facil implementarlo en una variedad de lenguajes con una
performance similar.

Un “Tipo Abstracto de Datos” (TAD) es la descripcién matemética de un objeto abstracto, defi-
nido por las operaciones que actian sobre el mismo. Cuando usamos una estructura compleja como
un conjunto, lista o pila podemos separar tres niveles de abstraccién diferente, ejemplificados en la
figura 1.12, a saber las “operaciones abstractas” sobre el TAD, la “interfase” concreta de una imple-
mentacion y finalmente la “implementacién” de esa interfase.

Tomemos por ejemplo el TAD CONJUNTO utilizado en el ejemplo de la seccién §1.1.1 . Las
siguientes son las operaciones abstractas que podemos querer realizar sobre un conjunto

operaciones abstractas A
del TAD !

{ S|

.6 :

interfase § !

B

Q |

@ |

|

| implementacién |

Figura 1.12: Descripcion de lo diferentes niveles de abstraccién en la definicion de un TAD

1.2.1. Operaciones abstractas y caracteristicas del TAD CONJUNTO

= Contiene elementos, los cuales deben ser diferentes entre si.

= No existe un orden particular entre los elementos del conjunto.

= Se pueden insertar o eliminar elementos del mismo.

= Dado un elemento se puede preguntar si estd dentro del conjunto o no.

= Se pueden hacer las operaciones binarias bien conocidas entre conjuntos a saber, unién, inter-
seccién y diferencia.
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1.2.2. Interfase del TAD CONJUNTO

La “interfase” es el conjunto de operaciones (con una sintaxis definida) que producen las opera-
ciones del TAD. Por supuesto depende del lenguaje a utilizar, si bien algunas veces es también comun
que una libreria pueda ser usada desde diferentes lenguajes y trate de mantener la interfase entre esos
diferentes lenguajes.

Por ejemplo la implementacién del TAD CONJUNTO en la libreria STL es (en forma muy sim-
plificada) la siguiente,

template<class T>
class set {
public:
class iterator { /* ... ¥/ };
void insert (T x);
void erase(iterator p);
void erase(T x);
iterator find(T x);
iterator begin();
10 iterator end();

1 F;

© 0 N S R N~

Cddigo 1.7: Interfase de la clase set<> [Archivo: stl-set.cpp]

Esta interfase tiene la desventaja de que no provee directamente las operaciones mencionadas
previamente pero encaja perfectamente dentro de la interfase general de los otros “contenedores” de
STL. Recordemos que en STL los elementos de los contenedores, como en este caso set, se acceden
a través de “iteradores” (“iterators”). En la siguiente descripcién s es un conjunto, x un elemento y
p un iterador

» s.insert (x) inserta un elemento en el conjunto. Si el elemento ya estaba en el conjunto s
queda inalterado.

s p=s.find(x) devuelve el iterador para el elemento x. Si x no estd en s entonces devuelve un
iterador especial end (). En consecuencia, la expresion légica para saber si un elemento esta en
s es

if(s.find(x)==s.end()) {
// ‘x’ no esta en ‘s’
//

}

= s.erase (p) elimina el elemento que esta en el iterador p en s. s.erase (x) elimina el ele-
mento x (si estd en el conjunto).

= La unién de dos conjuntos, por ejemplo C = A U B podemos lograrla insertando los elementos
de Ay Ben C:
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set A,B,C;
// Pone elementos en A y B
//

C.insert(A.begin(),A.end());
C.insert(B.begin(),B.end());

Normalmente en C/C++ la interfase esta definida en los headers de las respectivas clases.

= Todas las operaciones binarias con conjuntos se pueden realizar con algoritmos genéricos definidos
en el header algorithm, usando el adaptador inserter:

template<class Container, class Iter)
insert_iterator<Container>
inserter(Container& C, Iter i);

Tipicamente:

e C=AUB

set_union(a.begin(),a.end(),b.begin(),b.end(),
inserter(c,c.begin()));

e C=A-B

set_difference(a.begin(),a.end(),b.begin(),b.end(),
inserter(c,c.begin()));

e C=ANB

set_intersection(a.begin(),a.end(),b.begin(),b.end(),
inserter(c,c.begin()));

1.2.3. Implementacién del TAD CONJUNTO

Finalmente la “implementacién” de estas funciones, es decir el cédigo especifico que implementa
cada una de las funciones declaradas en la interfase.

Como regla general podemos decir que un programador que quiere usar una interfase abstracta
como el TAD CONJUNTO, deberia tratar de elaborar primero un algoritmo abstracto basandose
en las operaciones abstractas sobre el mismo. Luego, al momento de escribir su cédigo debe usar la
interfase especifica para traducir su algoritmo abstracto en un cédigo compilable. En el caso del TAD
CONJUNTO veremos mas adelante que internamente éste puede estar implementado de varias formas,
a saber con listas o arboles, por ejemplo. En general, el codigo que escribe no deberia depender nunca
de los detalles de la implementacién particular que esta usando.
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1.3. Tiempo de ejecucion de un programa

La eficiencia de un cédigo va en forma inversa con la cantidad de recursos que consume, principal-
mente tiempo de CPU y memoria. A veces en programacion la eficiencia se contrapone con la sencillez
y legibilidad de un cédigo. Sin embargo en ciertas aplicaciones la eficiencia es un factor importante
que no podemos dejar de tener en cuenta. Por ejemplo, si escribimos un programa para buscar un
nombre en una agenda personal de 200 registros, entonces probablemente la eficiencia no es la mayor
preocupacién. Pero si escribimos un algoritmo para un motor de bisqueda en un nimero de entradas
> 10%, como es comtin en las aplicaciones para buscadores en Internet hoy en dia, entonces la eficiencia
probablemente pase a ser un concepto fundamental. Para tal volumen de datos, pasar de un algoritmo
O(nlogn) a uno O(n'-3) puede ser fatal.

Mas importante que saber escribir programas eficientemente es saber cudndo y donde preocuparse
por la eficiencia. Antes que nada, un programa estd compuesto en general por varios componentes o
moédulos. No tiene sentido preocuparse por la eficiencia de un dado médulo si este representa un 5 %
del tiempo total de calculo. En un tal médulo tal vez sea mejor preocuparse por la robustez y sencillez
de programacion que por la eficiencia.

El tiempo de ejecucién de un programa (para fijar ideas, pensemos por ejemplo en un programa
que ordena de menor a mayor una serie de nimeros enteros) depende de una variedad de factores,
entre los cuales

= La eficiencia del compilador y las opciones de optimizacion que pasamos al mismo en tiempo de
compilacion.

= Fl tipo de instrucciones y la velocidad del procesador donde se ejecutan las instrucciones com-
piladas.

= Los datos del programa. En el ejemplo, la cantidad de ntmeros y su distribucién estadistica:
json todos iguales?, jestan ya ordenados o casi ordenados?

» La “complejidad algoritmica” del algoritmo subyacente. En el ejemplo de ordenamiento, el lector
ya sabra que hay algoritmos para los cuales el niimero de instrucciones crece como n?, donde n
es la longitud de la lista a ordenar, mientras que algoritmos como el de “ordenamiento rapido”
( “quicksort”) crece como nlogn. En el problema de coloracién estudiado en §1.1.1 el algoritmo
de biisqueda exhaustiva crece como n*, donde n, es el nimero de vértices del grafo contra n
para el algoritmo avido descripto en §1.1.8.

En este libro nos concentraremos en los dos tdltimos puntos de esta lista.

int search(int 1,int *a,int n) {

1

2 int j;

3 for (j=0; j<n; j++)
4 if (al[j]==1) break;
5 return j;

s }

Codigo 1.8: Rutina simple para buscar un elemento 1 en un arreglo al] de longitud n [Archivo:
search.cpp]
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En muchos casos, el tiempo de ejecucién depende no tanto del conjunto de datos especificos, sino
de alguna “medida” del tamano de los datos. Por ejemplo sumar un arreglo de n niimeros no depende
de los nimeros en si mismos sino de la longitud n del arreglo. Denotando por T'(n) el tiempo de
ejecucién

T(n) =cn (1.16)
donde c es una constante que representa el tiempo necesario para sumar un elemento. En otros muchos
casos, si bien el tiempo de ejecucion si depende de los datos especificos, en promedio sélo depende
del tamano de los datos. Por ejemplo, si buscamos la ubicacién de un elemento [ en un arreglo a,
simplemente recorriendo el arreglo desde el comienzo hasta el fin (ver cdigo 1.8) hasta encontrar
el elemento, entonces el tiempo de ejecucién dependerd fuertemente de la ubicacion del elemento
dentro del arreglo. El tiempo de ejecucién es proporcional a la posicién j del elemento dentro del
vector tal que a; = [, tomando j = n si el elemento no estd. El mejor caso es cuando el elemento
esta al principio del arreglo, mientras que el peor es cuando estd al final o cuando no esta. Pero “en
promedio” (asumiendo que la distribucién de elementos es aleatoria) el elemento buscado estara en la
zona media del arreglo, de manera que una ecuacién como la (1.16) serd vélida (en promedio). Cuando
sea necesario llamaremos Tprom(n) al promedio de los tiempos de ejecucién de un dado algoritmo sobre
un “ensamble” de posibles entradas y por Tpeor(1) €l peor de todos sobre el ensamble. Entonces, para
el caso de buscar la numeracién de un arreglo tenemos

T(n)=cjy
peor(n) =cn (1.17)
Torom(n) = cg

En estas expresiones ¢ puede tomarse como el tiempo necesario para ejecutar una vez el cuerpo
del lazo en la rutina search(...). Notar que esta constante c, si la medimos en segundos, puede
depender fuertemente de los items considerados en los dos primeros puntos de la lista anterior. Por eso,
preferimos dejar la constante sin especificar en forma absoluta, es decir que de alguna forma estamos
evaluando el tiempo de ejecucién en términos de “unidades de trabajo”, donde una unidad de trabajo
c es el tiempo necesario para ejecutar una vez el lazo.

En general, determinar analiticamente el tiempo de ejecucién de un algoritmo puede ser una tarea
intelectual ardua. Muchas veces, encontrar el Tjeor () €s una tarea relativamente mas facil. Determinar
el Throm(n) puede a veces ser mas facil y otras veces més dificil.

1.3.1. Notacion asintdtica

Para poder obtener una rapida comparacién entre diferentes algoritmos usaremos la “notacién
asintética” O(...). Por ejemplo, decimos que el tiempo de ejecucién de un programa es T'(n) = O(n?)
(se lee “T'(n) es orden n?”) si existen constantes ¢, ng > 0 tales que para

T(n) < cn?, para n>ng (1.18)

La idea es que no nos interesa como se comporta la funcién T'(n) para valores de n pequenos sino sélo
la tendencia para n — oo.
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Ejemplo 1.1: Sea T(n) = (n + 1)2, entonces si graficamos T'(n) en funcién de n (ver figura 1.13)
junto con la funcién 2n? vemos que la relacién T'(n) < 2n? es cierta para valores de 3 < n < 10. Para
ver que esta relacion es valida para todos los valores de n tales que n > 3, entonces debemos recurrir
a un poco de algebra. Tenemos que, como

n >3, (1.19)
entonces
n—12>2,
(n - 1)2 > 47
n?—2n+1>4, (1.20)
n? >3+ 2n,
3+ 2n +n? < on?.
Pero
3+2n+n?=(n+1)%2+2, (1.21)
y por lo tanto
(n+1)2 < (n+1)%+2 <202 (1.22)

que es la relacién buscada. Por lo tanto T'(n) = O(n?) con ¢ =2 y ng = 3.

200 ! T ! T T ! ! T

180 | | ' ' | | | '

T 160
140

120
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80
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40
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0 i i i i i i i i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.13: T'(n) = (n + 1)2 es O(n?)

La notacién O(...) puede usarse con otras funciones, es decir O(n3), O(2"), O(logn). En general
decimos que T'(n) = O(f(n)) (se lee “T'(n) es orden f(n)”) si existen constantes ¢, ng > 0 tales que

T(n) <cf(n), para n>ng (1.23)

Se suele llamar a f(n) la “tasa de crecimiento” de T'(n) (también “velocidad de crecimiento” o
“complejidad algoritmica”). De la definicién de O(..) pueden hacerse las siguientes observaciones.
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1.3.2. Invariancia ante constantes multiplicativas

Podemos ver que la definicién de la tasa de crecimiento es invariante ante constantes multiplicativas,
es decir

T(n)=0(cf(n)) = T(n)=0(f(n)) (1.24)

Por ejemplo, si T(n) = O(2n3) entonces también es O(n?).

Demostracién: Esto puede verse facilmente ya que si T'((n) = O(2n?), entonces existen ¢ y ng tales que
T(n) < ¢2n? para n > ng, pero entonces también podemos decir que T'(n) < ¢'n® para n > ng, con
d = 2c.

1.3.3. Invariancia de la tasa de crecimiento ante valores en un conjunto finito de
puntos

Es decir si

T1 (n) =

1 ; 1
{ 00 ; para n < 10, (1.25)

(n+1)2 ; paran > 10,

entonces vemos que Ti(n) coincide con la funcién T'(n) = (n + 1)? estudiada en el ejemplo 1.1. Por lo
tanto, como sélo difieren en un nimero finito de puntos (los valores de n < 10) las dos son equivalentes
y por lo tanto T1(n) = O(n?) también.

Demostracién: Esto puede verse ya que si T'((n) < 2n? para n > 3 (como se vio en el ejemplo citado),
entonces Ti(n) < 2n? para n > nf) = 10.

1.3.4. Transitividad

La propiedad O( ) es transitiva, es decir si T'(n) = O(f(n)) y f(n) = O(g(n)) entonces T'(n) =
O(g(n)).
Demostracion: si T(n) < cf(n) paran > ngy f(n) < ¢ g(n) para n > nj, entonces T'(n) < ¢’ g(n)
para n > ng, donde ¢’ = ¢c y nj = max(ng,ny). En cierta forma, O(...) representa una relacién de
orden entre las funciones (como “<” entre los niimeros reales).

1.3.5. Regla de la suma

Si f(n) = O(g(n)), y a,b son constantes positivas, entonces a f(n) + bg(n) = O(g(n)). Es decir,
si en una expresion tenemos una serie de términos, sélo queda el “mayor” de ellos (en el sentido de
O(...)). Asi por ejemplo, si T'(n) = 2n3 + 3n5, entonces puede verse ficilmente que n® = O(n®) por lo
tanto, T'(n) = O(n®).

Demostracién: Si f(n) < cg(n) para n > ng entonces a f(n) + bg(n) < g(n) para n > ny con
d =ac+b.

Nota: Pero la regla de la suma debe aplicarse un nimero constante de veces, si no, por ejemplo,
consideremos una expresion como

Tn)=n’=n+n+..+n (1.26)

Aplicando repetidamente la regla de la suma, podriamos llegar a la conclusién que T'(n) = O(n), lo
cual es ciertamente falso.
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1.3.6. Regla del producto

Si Ti(n) = O(f1(n)) y Ta(n) = O(f2(n)) entonces Ty (n)Tz(n) = O(f(n)g(n).
Demostracion: Si T1(n) < c¢1fi(n) paran > ng1 y Ta(n) < cafa(n) para n > nga entonces 11 (n)Ta(n) <
fi(n) fa(n) para n > ng = max(no1,ne2) con ¢ = cica.

1.3.7. Funciones tipicas utilizadas en la notacion asintética

Cualquier funcién puede ser utilizada como tasa de crecimiento, pero las més usuales son, en orden
de crecimiento
l<logn<yn<n<ni<..<nP<2"<3"<...<nl<n" (1.27)

= La funcién logaritmo crece menos que cualquier potencia n® con a > 1.
= Los logaritmos en diferente base son equivalentes entre si por la bien conocida relacién
log, n = logy a log, n, (1.28)

de manera que en muchas expresiones con logaritmos no es importante la base utilizada. En
computacion cientifica es muy comin que aparezcan expresiones con logaritmos en base 2.

» En (1.27) “<” representa O(...). Es decir, 1 = O(logn), logn = O(y/n), ...
= 1 representa las funciones constantes.

= Las potencias n® (con o > 0) se comparan entre si seglin sus exponentes, es decir n® = O(n?)
si a < 3. Por ejemplo, n? = O(n?), n' = O(n2/3).

» Las exponenciales a” (con @ > 1) se comparan segin su base, es decir que a” = O(b") si
a < b. Por ejemplo 2" = O(3"). En los problemas de computacién cientifica es muy comun que
aparezcan expresiones con base a = 2.

Ejemplo 1.2: Notar que los valores de ¢ y ng no son absolutos. En el caso del ejemplo 1.1 podriamos
demostrar, con un poco mas de dificultad, que T'(n) > 1.1n? para n > 21.

Ejemplo 1.3: Para T(n) = (n+1)? entonces también podemos decir que T'(n) = O(n?) ya que, como
vimos antes T'(n) = O(n?) y n? = O(n?) de manera que por la transitividad (ver §1.3.4) T'(n) = O(n?),
pero decir que T'(n) = O(n?) es una aseveracién “mas fuerte” del tiempo de ejecucién ya que n? < n?.
En general (ver figura 1.14) si podemos tomar varias funciones fi(n), fa(n), f3(n) entonces debemos
tomar la “menor” de todas. Asi, si bien podemos decir que T'(n) = O(n®) para cualquier a > 2 la
més fuerte de todas es para T'(n) = O(n?). Por otra parte puede verse que T'(n) # O(n®) para a < 2.
Razonemos por el absurdo. Si, por ejemplo, fuera cierto que T'(n) = O(n) entonces deberfan existir
c,ng > 0 tales que T(n) = (n + 1)? < en para n > ng. Pero entonces

1 2
(nt+1)7 <e¢, paran > ng (1.29)
n
lo cual es ciertamente falso ya que
1 2
(n+1)° — 00, paramn — oo. (1.30)
n

Esta demostracién puede extenderse facilmente para cualquier o < 2.
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fa(n) f,(n) £ ()

T(n)

n

Figura 1.14: Decir que T'(n) = O(fi1(n)) es “mads fuerte” que T'(n) = O(f2(n)) o T'(n) = O(f3(n))

1.3.8. Equivalencia

Si dos funciones f y g satisfacen que f(n) = O(g(n)) y g(n) = O(f(n)) entonces decimos que “sus
tasas de crecimiento son equivalentes” lo cual denotamos por

f~y (1.31)

Asi, en el ejemplo anterior 1.3 se puede demostrar ver que n? = O((n + 1)?) por lo que

T(n) = (n+1)% ~n? (1.32)

1.3.9. La funcién factorial

Una funcién que aparece muy comunmente en problemas combinatorios es la funcién factorial n!
(ver §1.1.7). Para poder comparar esta funcién con otras para grandes valores de n es conveniente
usar la “aproximacion de Stirling”

nl ~ V2r R e (1.33)

Gracias a esta aproximacion es facil ver que

n!=0(n") (1.34)

a"™ = 0(n!), (1.35)

lo cual justifica la ubicacién del factorial en la tabla (1.3.7).

Demostracién: La primera relacién (1.34) se desprende facilmente de aplicar la aproximacién de
n

Stirling y del hecho que n'he™ = 0 para n — o0.
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La segunda relacién (1.35) se deduce de

ptR e — g (ﬁ)n nYe (1.36)
ae

Entonces para n > ny = max(ae, 1)
n
(ﬁ) > 1 (1.37)

ae
y ) L
n’ > n0/2 (1.38)
con lo cual . )
ntt e > n0/2 a” (1.39)
y por lo tanto
1
a" <n, Rt g=n (1.40)
entonces .
" =0n"Re™™) = O(n)) (1.41)
1
con ¢ =n, 2,

Ejemplo 1.4: Una de las ventajas de la notacién asintética es la gran simplificacién que se obtiene
en las expresiones para los tiempos de ejecucién de los programas. Por ejemplo, si

T(n) = (3n® + 2n? + 6) n® + 2" + 16n! (1.42)
entonces vemos que, aplicando la regla de la suma, la expresién entre paréntesis puede estimarse como
(3n® +2n* +6) = O(n?) (1.43)
Aplicando la regla del producto, todo el primer término se puede estimar como
(3n3 + 2n2 + 6) n® = O(n®) (1.44)
Finalmente, usando la tabla (1.3.7) vemos que el término que gobierna es el ultimo de manera que
T(n) = O(n!) (1.45)

Muchas veces los diferentes términos que aparecen en la expresion para el tiempo de ejecucién corres-
ponde a diferentes partes del programa, de manera que, como ganancia adicional, la notacién asintética
nos indica cudles son las partes del programa que requieren més tiempo de céalculo y, por lo tanto,
deben ser eventualmente optimizadas.
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| n [ T(n) [segundos] |

300 0.2
600 1.2
1000 4.8
1500 14.5
3000 104.0

Tabla 1.2: Tiempo de ejecucién del algoritmo avido de la seccién §1.1.8.

1000
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0.1
100

Figura 1.15: Determinacion experimental del tiempo de ejecucion del algoritmo avido de coloracion
de la seccién §1.1.8

1.3.10. Determinacién experimental de la tasa de crecimiento

A veces es dificil determinar en forma analitica la tasa de crecimiento del tiempo de ejecucién de
un algoritmo. En tales casos puede ser util determinarla aunque sea en forma “experimental” es decir
corriendo el programa para una serie de valores de n, tomar los tiempos de ejecucién y a partir de estos
datos obtener la tasa de crecimiento. Por ejemplo, para el algoritmo heuristico de la seccién §1.1.8, si
no pudiéramos encontrar el orden de convergencia, entonces ejecutamos el programa con una serie de
valores de n obteniendo los valores de la tabla 1.2.

Graficando los valores en ejes logaritmicos (es decir, graficar log7T'(n) en funcién de logn) ob-
tenemos un grafico como el de la figura 1.15. La utilidad de tales ejes es que las funciones de tipo
potencia o n® resultan ser rectas cuya pendiente es proporcional a «. Ademads curvas que difieren en
una constante multiplicativa resultan ser simplemente desplazadas segin la direccién vertical. Pero
entonces si un programa tiene un comportamiento 7'(n) = O(n®) pero no conocemos «, basta con
graficar su tiempo de ejecucién en ejes logaritmicos junto con varias funciones n® y buscar cual de
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ellas es paralela a la de T'(n). En el ejemplo de la figura vemos que 7'(n) resulta ser perfectamente
paralela a n? confirmando nuestra estimacién de la seccién §1.1.10.

En casos donde el tiempo de ejecucion es exponencial, es decir ~ a” pueden ser preferibles ejes
semi-logaritmicos, es decir, graficar logT'(n) en funcién de n (y no en funcién de logn como en los
logaritmicos) ya que en estos graficos las exponenciales son rectas, con pendiente log a.

Si no tenemos idea de que tipo de tasa de crecimiento puede tener un programa, podemos proceder
en forma incremental. Primero probar con un grafico logaritmico, si la curva resulta ser una recta,
entonces es una potencia y determinando la pendiente de la recta determinamos completamente la tasa
de crecimiento. Si la funcién no aparece como una recta y tiende a acelerarse cada vez mas, de manera
que crece mas que cualquier potencia, entonces podemos probar con las exponenciales, determinando
eventualmente la pendiente correspondiente. Finalmente, si crece todavia mas que las exponenciales,
entonces puede ser del tipo n! o n™. En este caso pueden intentarse una serie de procedimientos
para refinar la estimacién, pero debemos notar que en muchos casos basta con notar que la tasa de
crecimiento es mayor que cualquier exponencial para calificar al algoritmo.

1.3.11. Otros recursos computacionales

Las técnicas desarrolladas en esta secciéon pueden aplicarse a cualquier otro tipo de recurso compu-
tacional, no sélo el tiempo de ejecucion. Otro recurso muy importante es la memoria total requerida.
Veremos, por ejemplo, en el capitulo sobre algoritmos de ordenamiento que el algoritmo de ordena-
miento por “intercalamiento” (merge-sort) tiene un tiempo de ejecucién O(n logn) en el caso promedio,
pero llega a ser O(n?) en el peor caso. Pero existe una versién modificada que es siempre O(nlogn),
sin embargo la versién modificada requiere una memoria adicional que es a lo sumo O(y/n).

1.3.12. Tiempos de ejecuciéon no-polinomiales

Se dice que un algoritmo tiene tiempo “polinomial” (“P”, para abreviar), si es T'(n) = O(n®)
para algin «. Por contraposicién, aquellos algoritmos que tienen tiempo de ejecucién mayor que
cualquier polinomio (funciones exponenciales a”, n!, n™) se les llama “no polinomiales”. Por ejemplo,
en el caso del problema de coloracién de grafos discutido en la seccién §1.1.1, el algoritmo exhaustivo
descripto en §1.1.4 resulta ser no polinomial mientras que el descripto en la seccién §1.1.8 es P.
Esta nomenclatura ha sido originada por la gran diferencia entre la velocidad de crecimiento entre
los algoritmos polinomiales y no polinomiales. En muchos casos, determinar que un algoritmo es no
polinomial es la razon para descartar el algoritmo y buscar otro tipo de solucién.

1.3.13. Problemas P y NP

Si bien para ciertos problemas (como el de colorear grafos) no se conocen algoritmos con tiempo
de ejecucion polinomial, es muy dificil demostrar que realmente es asi, es decir que para ese problema
no existe ningin algoritmo de complejidad polinomial.

Para ser mas precisos hay que introducir una serie de conceptos nuevos. Por empezar, cuando se
habla de tiempos de ejecucion se refiere a instrucciones realizadas en una “maquina de Turing”, que es
una abstraccién de la computadora mas simple posible, con un juego de instrucciones reducido. Una
“méaquina de Turing no deterministica” es una maquina de Turing que en cada paso puede invocar
un cierto nimero de instrucciones, y no una sola instruccion como es el caso de la maquina de Turing
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deterministica. En cierta forma, es como si una méquina de Turing no-deterministica pudiera invocar
otras series de maquinas de Turing, de manera que en vez de tener un “camino de computo”, como es
usual en una computadora secuencial, tenemos un “arbol de cémputo”. Un problema es “NP” si tiene
un tiempo de ejecucién polinomial en una maquina de Turing no deterministica (NP significa aqui non-
deterministic polynomial, y no non-polynomial). La pregunta del millén de ddlares (literalmente!, ver
http://www.claymath.org) es si existen problemas en NP para los cuales no exista un algoritmo
polinomial.

Una forma de simplificar las cosas es demostrar que un problema se “reduce” a otro. Por ejemplo,
el problema de hallar la mediana de un conjunto de N ndmeros (ver §5.4.2) (es decir el nimero
tal que existen N/2 ndmeros menores o iguales que él y otros tantos N/2 mayores o iguales) se
reduce a poner los objetos en un vector y ordenarlo, ya que una vez ordenado basta con tomar el
elemento de la posicién media. De manera que si tenemos un cierto algoritmo con una complejidad
algoritmica para el ordenamiento, automéaticamente tenemos una cota superior para el problema de
la mediana. Se dice que un problema es “NP-completo” (NPC) si cualquier problema de NP se puede
reducir a ese problema. Esto quiere decir, que los problemas de NPC son los candidatos a tener la
més alta complejidad algoritimica de NP. Se ha demostrado que varios problemas pertenecen a NPC,
entre ellos el Problema del Agente Viajero (1.1). Si se puede demostrar que algtin problema de NPC
tiene complejidad algoritmica no-polinomial (y por lo tanto todos los problemas de NPC) entonces
P # NP. Por otra parte, si se encuentra algin algoritmo de tiempo polinomial para un problema de
NPC entonces todos los problemas de NPC (y por lo tanto de NP) serdn P, es decir P = NP. De
aqui la famosa forma de poner la pregunta del millén que es: j “Es P=NP”? (ver més en Wikipedia).

1.3.14. Varios parametros en el problema

No siempre hay un sélo parametro n que determina el tamano del problema. Volviendo al ejemplo
de la coloracién de grafos, en realidad el tiempo de ejecucion depende no sélo del niamero de vérti-
ces, sino también del nimero de aristas ne, es decir T'(n,,ne). Algunos algoritmos pueden ser més
apropiados cuando el niimero de aristas es relativamente bajo (grafos “ralos”) pero ser peor cuando el
numero de aristas es alto (grafos “densos”). En estos casos podemos aplicar las técnicas de esta seccién
considerando uno de los parametros fijos y (digamos n.) y considerar la tasa de crecimiento en funcién
del otro pardmetro n, y viceversa. Otras veces es conveniente definir un parametro adimensional como
la “tasa de ralitud” ( “sparsity ratio”)

Te
§=———r (1.46)
ny(ny, —1)/2
y considerar el crecimiento en funcién de n, a tasa de ralitud constante. (Notar que s = 1 para un
grafo completamente conectado, s = 0 para un grafo completamente desconectado).
Por supuesto el andlisis de los tiempos de ejecucién se hace mucho méas complejo cuantos mas
parametros se consideran.

1.4. Conteo de operaciones para el calculo del tiempo de ejecucién

Comenzaremos por asumir que no hay llamadas recursivas en el programa. (Ni cadenas recursivas,
es decir, subl () llama a sub () y sub2 () llama a subl ()). Entonces, debe haber rutinas que no
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llaman a otras rutinas. Comenzaremos por calcular el tiempo de ejecucion de éstas. La regla bésica para
calcular el tiempo de ejecucién de un programa es ir desde los lazos o construcciones mas internas hacia
las mas externas. Se comienza asignando un costo computacional a las sentencias bésicas. A partir
de esto se puede calcular el costo de un bloque, sumando los tiempos de cada sentencia. Lo mismo se
aplica para funciones y otras construcciones sintdcticas que iremos analizando a continuacion.

1.4.1. Bloques if

Para evaluar el tiempo de un bloque if

if (<cond>) {
<body>
}

podemos o bien considerar el peor caso, asumiendo que <body> se ejecuta siempre
Toeor = Teond + Thody (1.47)
0, en el caso promedio, calcular la probabilidad P de que <cond> de verdadero. En ese caso
Torom = Teond + PThody (1.48)

Notar que T ong no esta afectado por P ya que la condicién se evalia siempre. En el caso de que tenga
un bloque else, entonces

if (<cond>) {
<body-true>
} else {
<body-false>
}

podemos considerar,
Theor = Teond + max (Thody—trues Thody—false)
< Teond + Thody—true + Thody—false (1.49)
Torom = Teond + P Thody—true + (1 — P) Thody—false

Las dos cotas para T; son validas, la que usa “max” es mas precisa.
peor )

1.4.2. Lazos

El caso mas simple es cuando el lazo se ejecuta un nimero fijo de veces, y el cuerpo del lazo tiene
un tiempo de ejecucién constante,

for (i=0; i<N; i++) {
<body>
}
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donde T},,qy = constante. Entonces
T = Tini + N(Thody + Tine + Titop) (1.50)
donde
s T3 es el tiempo de ejecucién de la parte de “inicializacion” del lazo, en este caso i=0,

s Tic es el tiempo de ejecucién de la parte de “incremento” del contador del lazo, en este caso,
i++y

» Titop €s el tiempo de ejecucién de la parte de “detencién” del contador del lazo, en este caso,
i<N.

En el caso més general, cuando Tj,,qy no es constante, debemos evaluar explicitamente la suma de

todas las contribuciones,
N-1

T = ﬂni + Z (Tbody,i + Tinc + Tstop)' (151)
i=0
Algunas veces es dificil calcular una expresién analitica para tales sumas. Si podemos determinar una
cierta tasa de crecimiento para todos los términos

Tbody,i + Tinc + Tstop = O(f(”))? para todo ¢ (152)

entonces,
N—-1
T < ern:alX(Tbody,i + Tine + Tstop = O(Nf(n)) (1'53)

Mas dificil atin es el caso en que el nimero de veces que se ejecuta el lazo no se conoce a priori,
por ejemplo un lazo while como el siguiente

while (<cond>) {
<body>
}

En este caso debemos determinar también el ntimero de veces que se ejecutard el lazo.

Ejemplo 1.5: Calcularemos el tiempo de ejecucién del algoritmo de ordenamiento por el “método
de la burbuja” ( “bubble-sort”). Si bien a esta altura no es necesario saber exactamente como funciona
el método, daremos una breve descripcién del mismo. La funcion bubble sort (...) toma como
argumento un vector de enteros y los ordena de menor a mayor. En la ejecucién del lazo de las lineas 6—
16 para j=0 el menor elemento de todos es insertado en a[0] mediante una serie de intercambios.
A partir de ahi a[0] no es tocado més. Para j=1 el mismo procedimiento es aplicado al rango de
indices que va desde j=1 hasta j=n-1, donde n es el nimero de elementos en el vector, de manera
que después de la ejecucién del lazo para j=I1 el segundo elemento menor es insertado en a[1] y
asi siguiendo hasta que todos los elementos terminan en la posicion que les corresponde en el elemento
ordenado.

1 void bubble_sort (vector<int> &a) {
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2 intn=a.size();
3 // Lazo externo. En cada ejecucion de este lazo

4+ // el elemento j-esimo menor elemento llega a la

5 // posicion ‘aljl’

6 for (int j=0; j<n-1; j++) {

7 // Lazo interno. Los elementos consecutivos se

8 // van comparando y eventualmente son intercambiados.
9 for (int k=n-1; k>j; k—-) {

10 if (alk-1] > alk]) {

11 int tmp = alk-1];

12 alk-1] = alk];

13 alk]=tmp;

14 }‘

15 }

16 }

17 }

Cédigo 1.9: Algoritmo de clasificacién por el método de la burbuja. [Archivo: bubble.cpp]

En el lazo interno (lineas 9-15) se realizan una serie de intercambios de manera de llevar el menor
elemento del rango k=3j a k=n-1 a su posicién. En cada ejecucion del lazo se ejecuta en forma con-
diconal el cuerpo del bloque if (lineas 11-13). Primero debemos encontrar el nimero de operaciones
que se realiza en el cuerpo del bloque if, luego sumarlos para obtener el tiempo del lazo interno y
finalmente sumarlo para obtener el del lazo externo.

El bloque de las lineas 11-13 requiere un nimero finito de operaciones (asignaciones de enteros,
operaciones de adicién/sustraccién con enteros, referenciacién de elementos de vectores). Llamaremos
co al nimero total de operaciones. Por supuesto lo importante aqui es que ¢y no depende de la longitud
del vector n. Con respecto al condicional (lineas 10-14) tenemos que, si llamamos ¢; al nimero de
operaciones necesarias para evaluar la condicion a [k=1]>a [k ], entonces el tiempo es cg+c; cuando la
condicién da verdadera y ¢; cuando da falsa. Como de todas formas ambas expresiones son constantes
(O(1)), podemos tomar el criterio de estimar el peor caso, es decir que siempre se ejecute, de manera
que el tiempo de ejecucién de las lineas (lineas 10-14) es ¢y + ¢1, constante. Pasando al lazo interno
(lineas 9-15) éste se ejecuta desde k = n—1 hasta k = j+1, o sea un total de (n—1)—(j+1)+1 =n—j—1
veces. Tanto el cuerpo del lazo, como el incremento y condicién de detencién (linea 9) consumen un
numero constante de operaciones. Llamando ¢y a este nimero de operaciones tenemos que

Tineas 9—15 = €3 + (n -7 — 1) Cc2 (154)

donde c¢3 es el nimero de operaciones en la inicializacién del lazo (k=n-1). Para el lazo externo
(lineas 6-16) tenemos

T‘ini = C4,
Tstop = Cs, (1 55)
Tine = cp,

Tbody,j = C3 + (n —j — 1) Co.
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Lamentablemente el cuerpo del lazo no es constante de manera que no podemos aplicar (1.50), sino
que debemos escribir explicitamente una suma

n—2
T'(lineas 6-16) = ¢4 + Z(Cg, +ceg+es+(n—j—1)c) (1.56)
§=0
Los términos c3, c5 v cg dentro de la suma son constantes, de manera que podemos poner

n—2

T(lineas 6-16) = c4 + (n — 1)(e3 4+ ¢5 + ¢c6) + c2 Z(n ) (1.57)
§=0

Ahora debemos hallar una expresién para la sumatoria. Notemos que

n—2 n
th—j-)=mn-D+m-2)+..+1=[> j| -n (1.58)
j=0 j=1
<L
\"""\"""\""" e N
AR $1
L________.:L________.:L____‘ —
: ‘: s s
‘_________.‘ _____ n
| |
=
Z I
j=1 2 3 4

Figura 1.16: Célculo grafico de la suma en (1.59)

Consideremos entonces la expresion
E Jj (1.59)
Jj=1
Graficamente, podemos representar esta suma por una serie de columnas de cuadrados de lado unitario.
En la primera columna tenemos un sélo cuadrado, en la segunda 2, hasta que en la iltima tenemos n.
Para n = 4 tenemos una situacién como en la figura 1.16. La suma (1.59) representa el drea sombreada
de la figura, pero ésta puede calcularse usando la construccién de la izquierda, donde se ve que el area
es igual a la mitad inferior del cuadrado, de 4drea n?/2 més la suma de n 4reas de tridngulos de area
1/2, por lo tanto

n 2
. on® n nn+1)
— = 1.60
>i- et (160
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Podemos verificar la validez de esta férmula para valores particulares de n, por ejemplo para n = 4
da 10, lo cual coincide con la suma deseada (14-2+43+4).
Volviendo a (1.57), vemos entonces que, usando (1.58) y (1.60)

2
n(n—1)
2

T'(lineas 6-16) = c4 + (n — 1)(c5 + c6) + 2 <n(n+1) - n)
(1.61)

=ci+ (n—1)(cs +c6) + 2

Finalmente, notemos que el tiempo total de la funcion bubble sort () esigual al del lazo externo mas
un numero constante de operaciones (la llamada a vector<...>::size () es de tiempo constante,
de acuerdo a la documentacién de STL). Llamando ¢; a las operaciones adicionales, incluyendo la
llamada a la funcién, tenemos

n(n—1)

T (bubble_sort) =c4 +c7 + (n—1)(c5 + ¢6) + 2 5

(1.62)
Ahora vamos a simplificar esta expresion utilizando los conceptos de notacién asintotica. Primero

notemos que
2

T'(bubble_sort) < (c4 + ¢7) + n(cs + cg) + 2 % (1.63)

y que los tres términos involucrados son O(1), O(n) y O(n?) respectivamente. De manera que, aplicando
la regla de la suma, tenemos que
T(bubble_sort) = O(n?) (1.64)

Si bien, estos calculos pueden parecer tediosos y engorrosos al principio, poco a poco el programador
se va acostumbrando a hacerlos mentalmente y con experiencia, se puede hallar la tasa de crecimiento
para funciones como bubble sort () simplemente por inspeccion.

1.4.3. Suma de potencias

Sumas como (1.60) ocurren frecuentemente en los algoritmos con lazos anidados. Una forma al-
ternativa de entender esta expresién es aproximar la suma por una integral (pensando a j como una
variable continua)

= . "o n? 9
Z]%/o jdj == =0(n%). (1.65)
j=1

De esta forma se puede llegar a expresiones asintéticas para potencias mas elevadas

=~ "9 n’ 3
Y i x/ojdj:?’:O(n) (1.66)
j=1
y, en general
n n np—l—l
Soirx [ rai= T = 0wt (1.67)
= 0 p+ 1
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1.4.4. Llamadas a rutinas

Una vez calculados los tiempos de ejecucién de rutinas que no llaman a otras rutinas (llamemos
al conjunto de tales rutinas Sp), podemos calcular el tiempo de ejecucién de aquellas rutinas que sélo
llaman a las rutinas de Sy (llamemos a este conjunto St ), asignando a las lineas con llamadas a rutinas
de Sy de acuerdo don el tiempo de ejecucién previamente calculado, como si fuera una instruccién
mas del lenguaje.

-5

~“sub1() sub2() ">~ sub3() )
/—j' """""" j‘\\\\\\ \\1\\31

Csub4() sub5() “~. “~_subl()©
T s

T~ _sub4()!

Figura 1.17: Ejemplo de arbol de llamadas de un programa y como calcular los tiempos de ejecucién

Por ejemplo, si un programa tiene un arbol de llamadas como el de la figura 1.17, entonces podemos
empezar por calcular los tiempos de ejecucion de las rutinas sub4 () y sub5 (), luego los de subl ()
y sub2 (), luego el de sub3 () y finalmente el de main ().

1.4.5. Llamadas recursivas

Si hay llamadas recursivas, entonces el principio anterior no puede aplicarse. Una forma de evaluar
el tiempo de ejecucién en tales casos es llegar a una expresién recursiva para el tiempo de ejecucion

mismo.

1 int bsearch2(vector<int> &a,int k,int j1, int j2) {
2 if (j1==j2-1) {

3 if (alj1]==k) return j1;

4 else return j2;

5 Felsed

6 int p = (j1+j2)/2;

7 if (k<a[p]) return bsearch2(a,k,j1,p);
8 else return bsearch2(a,k,p,j2);

s}

10 }

12 int bsearch(vector<int> &a,int k) {
13 intn=a.size();
14 if (k<a[0]) return O;
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15 else return bsearch2(a,k,0,n);

16 F

Cddigo 1.10: Algoritmo de bisqueda binaria. [Archivo: bsearch.cpp]

Ejemplo 1.6: Consideremos el algoritmo de “busqueda binaria” (“binary search”) que permite
encontrar un valor dentro de un vector ordenado. En el cédigo 1.10 vemos una implementacién tipica.
La rutina bsearch () toma como argumentos un vector<int> (que se asume que esta ordenado
de menor a mayor y sin valores repetidos) y un entero k y retorna la primera posicién j dentro del
arreglo tal que k < a;. Si k es mayor que todos los elementos de a, entonces debe retornar n, como
si en la posicién n, (que estd fuera del arreglo) hubiera un co. La rutina utiliza una rutina auxiliar
bsearch2(a, k, j1, j2) la cual busca el elemento en un rango [ji,j2) (que significa j; < j < jo).
Este rango debe ser un rango valido en a, es decir j1 < j2, 0 < j1 <n, 1 < jo <nyalj] <k <alj].
Notar que jo puede tomar la posicién “ficticia” n, pero ji no.

La rutina bsearch () determina primero un rango vélido inicial. Si k > ag, entonces [0,n) es un
rango vélido y llama a bsearch () mientras que si no la posicién j = 0 es la solucién al problema.

La rutina bsearch2 opera recursivamente calculando un punto medio p y llamando nuevamente
a bsearch2 (), ya sea con el intervalo [j1,p) o [p, j2). En cada paso el tamanio del rango se reduce en
un factor cercano a 2, de manera que en un cierto nimero de pasos el tamafio del intervalo se reduce
a 1, en cuyo caso termina la recursién.

Consideremos ahora el tiempo de ejecucion de la funciéon bsearch2 () como funciéon del niimero
de elementos m = js — j; en el intervalo. Si la condicién de la linea 2 da verdadero entonces m = 1
y el tiempo es una constante c¢. Caso contrario, se realiza un nimero constante de operaciones d més
una llamada a bsearch2 () (en la linea 7 6 la 8) con un rango de longitud menor. Por simplicidad
asumiremos que m es una potencia de 2, de manera que puede verse que el nuevo intervalo es de

longitud m /2. Resumiendo
T(m) = {C sim =1, (1.68)
d+T(m/2) ; sim>1;
Ahora, aplicando recursivamente esta expresién, tenemos que
T2)=d+T(1)=d+c
T4)=d+T(2) =2d+c
T(8)=d+T(4) =3d+c (1.69)

T(2P)=d+T2P ) =pd+c
como p = logy m, vemos que
T(m) = dlogym + ¢ = O(logy m) (1.70)

Notar que el algoritmo maés simple, consistente en recorrer el vector hasta el primer elemento mayor
que k serfa O(n) en el peor caso y O(n/2) en promedio (siempre que el elemento este en el vector), ya
que en promedio encontrara al elemento en la parte media del mismo. El reducir el tiempo de ejecucion
de O(n) a O(logn) es, por supuesto, la gran ventaja del algoritmo de busqueda binaria.
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Capitulo 2

Tipos de datos abstractos
fundamentales

En este capitulo se estudiardn varios tipos de datos bédsicos. Para cada uno de estos TAD se
discutiran en el siguiente orden

1. Sus operaciones abstractas.

2. Una interfase basica en C++ y ejemplos de uso con esta interfase.

3. Una o mas implementaciones de esa interfase, discutiendo las ventajas y desventajas de cada
una, tiempos de ejecucién ...

4. Una interfase més avanzada, compatible con las STL, usando templates, sobrecarga de opera-
dores y clases anidadas y ejemplos de uso de esta interfase.

5. Una implementacion de esta interfase.

La razén de estudiar primero la interfase basica (sin templates, sobrecarga de operadores ni clases
anidadas) es que estos items pueden ser demasiado complejos de entender, en cuanto a sintaxis, para
un programador principiante, y en este libro el énfasis esta puesto en el uso de la interfase, el concepto
de TAD y la comprensién de los tiempos de ejecucion de los diferentes algoritmos, y no en sutilezas
sintacticas del C++. De todas formas, en las fases 4 y 5 se muestra una interfase compatible con la STL,
ejemplos de uso e implementacién, ya que pretendemos que este libro sirva también para aprender a
usar correcta y eficientemente las STL.

2.1. EIl TAD Lista

Las listas constituyen una de las estructuras lineales mas flexibles, porque pueden crecer y acortarse
segun se requiera, insertando o suprimiendo elementos tanto en los extremos como en cualquier otra
posicién de la lista. Por supuesto esto también puede hacerse con vectores, pero en las implementaciones
mas comunes estas operaciones son O(n) para los vectores, mientras que son O(1) para las listas. El
poder de las listas es tal que la familia de lenguajes derivados del Lisp, que hoy en dia cuenta con el
Lisp, Common Lisp y Scheme, entre otros, el lenguaje mismo estd basado en la lista ( “Lisp” viene de
“list processing”).
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2.1.1. Descripcién matematica de las listas

Desde el punto de vista abstracto, una lista es una secuencia de cero o mas elementos de un tipo
determinado, que en general llamaremos elem t, por ejemplo int o double. A menudo represen-
tamos una lista en forma impresa como una sucesion de elementos entre paréntesis, separados por
comas

L= (ao,al,...,an_l) (21)

donde n > 0 es el numero de elementos de la lista y cada a; es de tipo elem t. Si n > 1 entonces
decimos que ag es el primer elemento y a,_1 es el iltimo elemento de la lista. Si n = 0 decimos que
la lista “esta vacia”. Se dice que n es la “longitud” de la lista.

Una propiedad importante de la lista es que sus elementos estan ordenados en forma lineal, es
decir, para cada elemento a; existe un sucesor a;11 (sii < n—1)y un predecesor a;—; (sii > 0). Este
orden es parte de la lista, es decir, dos listas son iguales si tienen los mismos elementos y en el mismo
orden. Por ejemplo, las siguientes listas son distintas

(1,3,7,4) # (3,7,4,1) (2.2)

Mientras que en el caso de conjuntos, éstos serian iguales. Otra diferencia con los conjuntos es que
puede haber elementos repetidos en una lista, mientras que en un conjunto no.

Decimos que el elemento a; “esta en la posicion i”. También introducimos la nocién de una po-
sicién ficticia n que estd fuera de la lista. A las posiciones en el rango 0 < i < n — 1 las llamamos
“dereferenciables” ya que pertenecen a un objeto real, y por lo tanto podemos obtener una referencia a
ese objeto. Notar que, a medida que se vayan insertando o eliminando elementos de la lista la posicion
ficticia n va variando, de manera que convendra tener un método de la clase end () que retorne esta
posicién.

2.1.2. Operaciones abstractas sobre listas

Consideremos un operacién tipica sobre las listas que consiste en eliminar todos los elementos
duplicados de la misma. El algoritmo mas simple consiste en un doble lazo, en el cual el lazo externo
sobre ¢ va desde el comienzo hasta el 1ltimo elemento de la lista. Para cada elemento ¢ el lazo interno
recorre desde ¢ + 1 hasta el tltimo elemento, eliminado los elementos iguales a i. Notar que no hace
falta revisar los elementos anteriores a ¢ (es decir, los elementos j con j < i), ya que, por construccién,
todos los elementos de 0 hasta ¢ son distintos.

Este problema sugiere las siguientes operaciones abstractas

s Dada una posicion ¢, “insertar” el elemento x en esa posicién, por ejemplo

L=(1,3,7)
inserta 5 en la posicién 2 (2.3)

HL:(1’3?577)

Notar que el elemento 7, que estaba en la posicién 2, se desplaza hacia el fondo, y termina en
la posicién 3. Notar que es valido insertar en cualquier posiciéon dereferenciable, o en la posicion
ficticia end ()
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= Dada una posicién ¢, “suprimir” el elemento que se encuentra en la misma. Por ejemplo,

L=(1,3,57)
suprime elemento en la posicién 2 (2.4)
—L=(1,3,7)

Notar que esta operacion es, en cierta forma, la inversa de insertar. Si, como en el ejemplo an-
terior, insertamos un elemento en la posicién ¢ y después suprimimos en esa misma posicion,
entonces la lista queda inalterada. Notar que sélo es valido suprimir en las posiciones dereferen-
ciables.

Si representaramos las posiciones como enteros, entonces avanzar la posicién podria efectuarse con
la sencilla operacién de enteros i «— ¢ + 1, pero es deseable pensar en las posiciones como entidades
abstractas, no necesariamente enteros y por lo tanto para las cuales no necesariamente es valido hacer
operaciones de enteros. Esto lo sugiere la experiencia previa de cursos bésicos de programacién donde
se ha visto que las listas se representan por celdas encadenadas por punteros. En estos casos, puede
ser deseable representar a las posiciones como punteros a las celdas. De manera que asumiremos que
las posiciones son objetos abstractos. Consideramos entonces las operaciones abstractas:

» Acceder al elemento en la posicién p, tanto para modificar el valor (a, < x) como para acceder
al valor (z < ap).

= Avanzar una posicién, es decir dada una posicién p correspondiente al elemento a;, retornar la
posicién ¢ correspondiente al elemento a;41. (Como mencionamos previamente, no es necesaria-
mente ¢ = p+ 1, o mas aun, pueden no estar definidas estas operaciones aritméticas sobre las
posiciones p y q.)

= Retornar la primera posicion de la lista, es decir la correspondiente al elemento ag.

= Retornar la posicién ficticia al final de la lista, es decir la correspondiente a n.

2.1.3. Una interfase simple para listas

Definiremos ahora una interfase apropiada en C++. Primero observemos que, como las posiciones
no seran necesariamente enteros, enmascararemos el concepto de posicién en una clase iterator t.
El nombre estd tomado de las STL, agregdndole el sufijo _t para hacer énfasis en que es un tipo. En
adelante hablaremos indiferentemente de posiciones o iterators. La interfase puede observarse en el
codigo 2.1.

Primero declaramos la clase iterator._t de la cual no damos mayores detalles. Luego la clase
list, de la cual sélo mostramos algunos de sus métodos ptblicos.

class iterator_t { /* ... */ };

class list {
private:

/e
public:

(SIS N L
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7
8
9
10
11
12
13

14 F

/7.

iterator_t insert(iterator_t p,elem_t x);
iterator_t erase(iterator_t p);

elem_t & retrieve(iterator_t p);
iterator_t next (iterator_t p);
iterator_t begin();

iterator_t end();

Cddigo 2.1: Interfase basica para listas. [Archivo: listbas.cpp]

» insert: inserta el elemento x en la posicién p, devolviendo una posicién g al elemento insertado.
Todas las posiciones de p en adelante (incluyendo p) pasan a ser invalidas, por eso la funcién
devuelve a g, la nueva posicion insertada, ya que la anterior p es invalida. Es valido insertar en
cualquier posicion dereferenciable o no dereferenciable, es decir que es valido insertar también
en la posicién ficticia.

= erase: elimina el elemento en la posicién p, devolviendo una posiciéon g al elemento que pre-
viamente estaba en la posicién siguiente a p. Todas las posiciones de p en adelante (incluyendo
p) pasan a ser invalidas. Sélo es valido suprimir en las posiciones dereferenciables de la lista.

» retrieve: ‘recupera”’ el elemento en la posicion p, devolviendo una referencia al mismo, de
manera que es valido hacer tanto x = L.retrieve (p) como L.retrieve (p)=x. Se puede
aplicar a cualquier posicion p dereferenciable y no modifica a la lista. Notar que retorna una
referencia al elemento correspondiente de manera que este puede ser cambiado, es decir, puede
ser usado como un “valor asignable” ( “left hand side value”).

» next: dada una posiciéon dereferenciable p, devuelve la posicion del siguiente elemento. Si p es
la dltima posicion dereferenciable, entonces devuelve la posicion ficticia. No modifica la lista.

s begin: devuelve la posicién del primer elemento de la lista.

» end: devuelve la posicién ficticia (no dereferenciable), después del final de la lista.

Algunas observaciones con respecto a estas funciones son

s Posiciones invélidas: Un elemento a tener en cuenta es que las funciones que modifican la
lista como insert and erase, convierten en invalidas algunas de las posiciones de la lista,
normalmente desde el punto de insercién/supresion en adelante, incluyendo end () . Por ejemplo,

1iterator t p,q, r;

2 list L;

selem t x,y, z;

a//. ..

5 // p es una posicion dereferenciable
s g = L.next (p);

rr = L.end();
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s L.

9 X

wy

ulL.

erase (p);

= *p; // incorrecto
= *q; // incorrecto
insert (r,z); // incorrecto

ya que p, g, r ya no son validos (estdn después de la posicién borrada p. La forma correcta de
escribir el cédigo anterior es

1 iterator_t p,q, r;

»list L;

selem t x,y,z;

a//. ..

5 // p es una posicion dereferenciable
¢sp = L.erase(p);

TX = #p; // correcto

sq = L.next (p);

'y = *q; // correcto

wr = L.end();

nL.insert (r,z); // correcto

= Las posiciones sélo se acceden a través de funciones de la clase: Las tinicas operaciones
vélidas con posiciones son

> Asignar:
p = L.begin();
q = L.end();

> Avanzar:

qg = L.next (p);

> Acceder al elemento:

x = L.retrieve(p);
L.retrieve(q) = y;

> Copiar:

g =P/

> Comparar: Notar que sélo se puede comparar por igualdad o desigualdad, no por opera-
dores de comparacién, como < 6 >.

q ——
r != L.end();

2.1.4. Funciones que retornan referencias

A veces es til escribir funciones que dan acceso a ciertos componentes internos de estruc-
turas complejas, permitiendo cambiar su valor. Supongamos que queremos escribir una funcién
int min(int #*v,int n) que retorna el minimo de los valores de un vector de enteros v de longi-
tud n, pero ademds queremos dar la posibilidad al usuario de la funcién de cambiar el valor interno
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correspondiente al minimo. Una posibilidad es retornar por un argumento adicional el indice j corres-
pondiente el minimo. Posteriormente para modificar el valor podemos hacer v[j]l=<nuevo-valor>. El
siguiente fragmento de cédigo modifica el valor del minimo haciendo que valga el doble de su valor
anterior.

1int min(int *v,int n,int *jmin);

4+int jmin;

sint m = min(v,n, &jmin);

6 v[jmin] = 2%v[jmin];
Sin embargo, si min operara sobre estructuras mas complejas seria deseable que retornara directamente
un objeto modificable, es decir que pudiéramos hacer

1min(v,n) = 2+min(v,n);

int *min(int *v,int n) {
int x =v[0];
int jmin = 0;
for (int k=1; k<n; k++) {
if (vik]<x) {
Jjmin = k;
x = v[jmin];

© N Y ;A W N R

}

return &v[jmin];

~
=]

u F

13 void print (int *v,int n) {

14 cout << "Vector: (";

15 for (int j=0; j<n; j++) cout << v[j] << " ";

16 cout << "), valor minimo: " << *min(v,n) << endl;

7 F

19 int main() {
20 intv[] =4{6,5,1,4,2,3};
21 Iintn=6;

23 print(v,n);
2« for (int j=0; j<6; j++) {

25 *min(v,n) = 2% (*min(v,n));
26 print(v,n);

27

28 F

Cddigo 2.2: Ejemplo de funcién que retorna un puntero a un elemento interno, de manera de poder
modificarlo. [Archivo: ptrexa.cpp]

Esto es posible de hacer en C, si modificamos min de manera que retorne un puntero al elemento
minimo. El cédigo 2.2 muestra una posible implementacién. A continuacion se muestra la salida del
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prograna.

1 [mstorti@spider aedsrc]$ ptrexa

2 Vector: (6 51 4 2 3 ), valor minimo: 1
s Vector: (6 5 2 4 2 3 ), valor minimo: 2
1+Vector: (6 5 4 4 2 3 ), valor minimo: 2
s Vector: (6 5 4 4 4 3 ), valor minimo: 3
¢ Vector: (6 5 4 4 4 6 ), valor minimo: 4
rVector: (6 5 8 4 4 6 ), valor minimo: 4
s Vector: (6 5 8 8 4 6 ), valor minimo: 4
9 [mstorti@spider aedsrc]$

1 int &min(int *v,int n) {

2 intx=v[0];

3 int jmin =0;

4 for (int k=1; k<n; k++) {

5 if (vikl<x) {

6 Jjmin = k;

7 x = v[jmin];

8

s}

10 return v[jmin];

11

12

13 void print (int *v,int n) {

14 cout << "Vector: (";

15 for (int j=0; j<n; j++) cout << v[j] << " ";

16 cout << "), valor minimo: " << min(v,n) << endl;

17

19 int main() {

20 intv[] ={6,5,1,4,2,3};

21 Intn=6;

23 print(v,n);
24« for (int j=0; j<6; j++) {

25 min(v,n) = 2*min(v,n) ;
26 print(v,n);

27

28 F

Cddigo 2.3: Ejemplo de funcién que retorna una referencia a un elemento interno, de manera de
poder modificarlo. [Archivo: refexa.cpp]

C++ permite retornar directamente referencias (int &, por ejemplo) a los elementos, de manera
que no hace falta despues dereferenciarlos como en la linea 25. El mismo program usando referencias
puede verse en el cédigo 2.3. El método val=retrieve (p) en la interfase presentada para listas es

un ejemplo. Esta técnica es usada frecuentemente en las STL.
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2.1.5. Ejemplos de uso de la interfase basica

© 0 N S A W N~

[~ S S OO
[ N N )

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

void purge(list &L) {
iterator_t p,q;
p =L.begin();
while (p!=L.end()) {
q = L.next(p);
while (q!=L.end (D) {
if (L.retrieve(p)==L.retrieve(q)) {
q = L.erase(q);
}elsed
q = L.next(q);

}
p =L.next(p);
}
}

int main() {
list L;
const int M=10;
for (int j=0; j<2*M; j++)
L.insert(L.end(),irand(M));
cout << "Lista antes de purgar: " << endl;

print (L) ;

cout << "Purga lista. .. " << endl;

purge (L) ;

cout << "Lista despues de purgar: " << endl;
print(L);

}

Cédigo 2.4: Eliminar elementos repetidos de una lista [Archivo: purge.cpp]

eliminar

Figura 2.1: Proceso de eliminacion de elementos en purge

Ejemplo 2.1: Eliminar elementos duplicados de una lista. Volviendo al problema descripto en §2.1.1
de eliminar los elementos repetidos de una lista, consideremos el cédigo codigo 2.4. Como describimos
previamente, el algoritmo tiene dos lazos anidados. En el lazo exterior una posicién p recorre todas las
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posiciones de la lista. En el lazo interior otra posicién g recorre las posiciones mas alla de p eliminando
los elementos iguales a los que estan en p.

El codigo es muy cuidadoso en cuanto a usar siempre posiciones validas. Por ejemplo la operacién
L.retrieve (q) de la linea 7 estd garantizado que no fallard. Asumiendo que p es una posicién
valida dereferenciable a la altura de la linea 5, entonces en esa linea g recibe una posicién valida,
dereferenciable o no. Si la posicién asignada a g es end (), entonces la condicién del while fallard y
retrieve no se ejecutara. A su vez, p es dereferenciable en la linea 5 ya que en la linea 3 se le
asigné una posicién vélida (L.begin () es siempre valida, y también es dereferenciable a menos que
la lista este vacia). Pero al llegar a la linea 5 ha pasado el test de la linea precedente, de manera que
seguramente es dereferenciable. Luego, p sélo es modificada en la linea 13. Notar que a esa altura
no es trivial decir si p es valida o no, ya que eventualmente pueden haberse hecho operaciones de
eliminacién en la linea 8. Sin embargo, todas estas operaciones se realizan sobre posiciones que estan
mas alld de p, de manera que, efectivamente p llega a la linea 13 siendo una posicién valida (de hecho
dereferenciable). Al avanzar p una posicién en linea 13 puede llegar a tomar el valor end (), pero en
ese caso el lazo terminara, ya que fallard la condicién de la linea 4.

En el main () ( lineas 17-28) se realiza una verificacién del funcionamiento de purge (). Pri-
mero se declara una variable L de tipo list (asumiendo que el tipo elemento es entero, es decir
elem t=int). Por supuesto esto involucra todas las tareas de inicializacién necesarias, que estaran
dentro del constructor de la clase, lo cual se discutird mas adelante en las diferentes implementaciones
de 1ist. Para un cierto valor M se agregan 2*M elementos generados aleatoriamente entre 0 y M—1.
(La funcién irand(int n) retorna elementos en forma aleatoria entre 0 y n — 1). La lista se im-
prime por consola con la funcién print (), es purgada y luego vuelta a imprimir. Por brevedad, no
entraremos aqui en el cédigo de print () e irand (). Una salida tipica es la siguiente

1 [mstorti@minerva aedsrc]$ purge

: Lista antes de purgar:

38 377 9137254635996171F¢6
1+ Purga lista...

s Lista despues de purgar:

68 37 912546

v [mstorti@minerva aedsrc]$

L1={1,2,3, 3,2,5, 4,1, 6, 8,3}

L2={ 6, 10, 5, 6, 11}
Figura 2.2: Agrupar subsecuencias sumando.

Ejemplo 2.2: Consigna: Dadas dos listas de enteros positivos L1 y L2 escribir una funcién
bool check sum(list &L1, list &L2); que retorna verdadero si los elementos de L1 pue-
den agruparse (sumando secuencias de elementos contiguos) de manera de obtener los elementos de
L2 sin alterar el orden de los elementos. Por ejemplo, en el caso de la figura 2.2 check_sum (L1, L2)
debe retornar verdadero ya que los agrupamientos mostrados reducen la lista L1 a la L2.
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ya verificado
p

5

S

q
ya verificado

Figura 2.3: Estado parcial en el algoritmo check-sum

Solucion Proponemos el siguiente algoritmo. Tenemos dos posiciones p, gen L1 y L2, respectiva-
mente, y un acumulador suma que contiene la suma de un cierto nimero de elementos de LI1. En un
lazo infinito vamos avanzando los punteros p, g de manera que los elementos que estan antes de ellos
verifican las siguientes condiciones (ver figura 2.3):

s Cada elemento de L2 antes de p se corresponde con una serie de elementos de LI, sin dejar
huecos, salvo eventualmente un resto, al final de L1.

= La suma del resto de los elementos de L1 coincide con el valor de suma.

Inicialmente p, g estan en los comienzos de las listas y suma=0, que ciertamente cumple con las
condiciones anteriores. Después de una serie de pasos, se puede llegar a un estado como el mostrado
en la figura 2.3. Tenemos (p->1, g->5, suma=4).

Para avanzar las posiciones comparamos el valor actual de suma con L. retrieve (q) y seguimos
las siguientes reglas,

1. Avanza q: Si suma==L2.retrieve (q) entonces ya hemos detectado un grupo de L1 que
coincide con un elemento de L2. Ponemos suma en 0, y avanzamos q.

2. Avanza p: Si suma<L2.retrieve(q) entonces podemos avanzar p acumulando
L2.retrieve (p) en suma.

3. Falla: Si suma>L2.retrieve (q) entonces las listas no son compatibles, hay que retornar
falso.

Mientras tanto, en todo momento antes de avanzar una posicién hay que verificar de mantener la validez

de las mismas. El lazo termina cuando alguna de las listas se termina. El programa debe retornar

verdadero si al salir del lazo ambas posiciones estan al final de sus respectivas listas y suma==0.
Partiendo del estado de la figura 2.3, tenemos los siguientes pasos

» (p—>1,g->5, suma=4): avanza p, suma=5

» (p—>6,g—->5, suma=5): avanza q, suma=0

s (p—>6,qg->6, suma=0): avanza p, suma=6

» (p—>8,g->6, suma=6): avanza q, suma=0

» (p—>8,g->11, suma=0): avanza p, suma=8
» (p—>3,g->11, suma=8): avanza p, suma=11
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» (p—>end(),q—->11,suma=11): avanza q, suma=0
» (p—>end(),g->end(), suma=0): Sale del lazo.

1 bool check_sum(list &L1, 1list &L2) {

2 iterator_t p,q;
3 p=L1.begin();
4+ q=L2.begin();
5 int suma =0;
¢ while (true) {
7 if (q==L2.end()) break;
8 else if (suma==L2.retrieve(q)) {
9 suma=0 ;
10 q = L2.next(q);
11
12 else if (p==L1.end()) break;
13 else if (suma<L2.retrieve(q)) {
14 suma += L1.retrieve(p);
15 p = L1.next(p);
16 }
17 else return false;
18 }
19 return suma==0 && p==L1.end() && q==L2.end();
20
}

Codigo 2.5: Verifica que L2 proviene de L1 sumando elementos consecutivos. [Archivo: check-sum.cpp]

El codigo correspondiente se muestra en el cédigo 2.5. Después de inicializar p, g, suma se entra
en el lazo de las lineas 6-18 donde se avanza p, g. Los tres casos listados més arriba coinciden con
tres de las entradas en el if. Notar que antes de recuperar el elemento en g en la linea 8 hemos
verificado que la posicién es dereferenciable porque paso el test de la linea precedente. g es avanzado
en la linea 10 con lo cual uno podria pensar que el retrieve que se hace en la linea 13 podria fallar
si en ese avance g llego a end (). Pero esto no puede ser asi, ya que si se ejecuta la linea 10, entonces
el condicional de la linea 13 sélo puede hacerse en otra ejecucién del lazo del while ya que ambas
lineas estan en ramas diferentes del mismo if.

2.1.6. Implementacion de listas por arreglos

A continuacién veremos algunas posibles implementaciones de listas. Probablemente la represen-
tacion de listas méas simple de entender es mediante arreglos. En esta representacion los valores son
almacenados en celdas contiguas de un arreglo, como se muestra en la figura 2.4. Las posiciones se
representan simplemente mediante enteros (recordemos que, en general, esto no es asi para otras im-
plementaciones). El principal problema de esta representacién es que, para insertar un elemento en
una posicion intermedia de la lista requiere mover todos los elementos que le suceden una posicion
hacia el final (ver 2.5). Igualmente, para borrar un elemento hay que desplazar todos los elementos
que suceden una posicién hacia el comienzo para “rellenar” el hueco dejado por el elemento eliminado.
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elemento 0

elemento 1

elemento 2

37I1S” XV

elemento n-2

elemento n-1

end() n

Figura 2.4: Representacién de listas mediante arreglos

typedef int iterator_t;

class list {
private:
static int MAX_SIZE;
elem_t *elems;
int size;
public:
list();
“list();
iterator_t insert(iterator_t p,elem_t j);
iterator_t erase(iterator_t p);
iterator_t erase(iterator_t p,iterator_t q);
void clear();
iterator_t begin();
iterator_t end();
void print();
iterator_t next (iterator_t p);
iterator_t prev(iterator_t p);
elem_t & retrieve(iterator_t p);

};
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Cédigo 2.6:  Declaraciones para listas implementadas por arreglos.  [Archivo: lista.h]
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/> L.insert(p,

a -—— - -

p-1

p+1
p+2

°
Q||
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J

end()

Figura 2.5: Insercién de un elemento en la representaciéon de listas por arreglos.

l

end()
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#include <iostream>
#include <aedsrc/lista.h>
#include <cstdlib>

using namespace std;
using namespace aed;

int list::MAX_SIZE=100;

list::1ist() : elems(new elem_t[MAX_SIZE]),
size(0) { }

list::"1ist() { delete[] elems; }

elem_t &list::retrieve(iterator_t p) {
if (p<0 | | p>=size) {
cout << "p: mala posicion.\n";
abort () ;
}
return elems[p];

}

60



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES

Seccion 2.1. El TAD Lista

57

iterator_t list::begin() { return 0; }
iterator_t list::end() { return size; }

iterator_t list::next(iterator_t p) {
if (p<0 | | p>=size) {
cout << "p: mala posicion.\n";
abort () ;
}

return p+1;

iterator_t list::prev(iterator_t p) {
if (p<=0 | | p>size) {
cout << "p: mala posicion.\n";
abort () ;
}

return p-1;

iterator_t list::insert(iterator_t p,elem_t k) {
if (size>=MAX_SIZE) {
cout << "La lista esta llena.\n";
abort();
}
if (p<0 | | p>size) {
cout << "Insertando en posicion invalida.\n";
abort () ;
}
for (int j=size; j>p; j—-) elems[j] = elems[j-1];
elems[p] = k;
size++;
return p;

}

iterator_t list::erase(iterator_t p) {
if (p<0 | | p>=size) {
cout << "p: posicion invalida.\n";
abort () ;
}

for (int j=p; j<size-1; j++) elems[j] = elems[j+1];

size——;
return p;

}

iterator_t list::erase(iterator_t p,iterator_t q) {
if (p<0 | | p>=size) {
cout << "p: posicion invalida.\n";
abort();

}

if (g<0 | | g>=size) {
cout << "q: posicion invalida.\n";
abort();
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77

}
s if (p>q) {

79 cout << "p debe estar antes de q\n";
80 abort () ;
s1 }

s2 1f (p==q) return p;

s3 1int shift = q-p;

sa for (int j=p; j<size-shift; j++)
85 elems[j] = elems[j+shift];

8¢ Size —-= shift;

87 return p;

ss F

89

90 void list::clear() { erase(begin(),end()); }
91

92 void list::print() {

93 iterator_t p = begin();

94 while (p!=end()) {

95 cout << retrieve(p) << " ";

96 p = next(p);

97 F

9¢ cout << endl;

99 F

Cddigo 2.7: Implementacion de funciones para listas implementadas por arreglos. [Archivo: lista.cpp]

En esta implementaciéon, el header de la clase puede ser como se muestra en el cédigo 2.6. Los
detalles de la implementacion de los diferentes métodos estd en el cédigo 2.7. El tipo iterator. t
es igual al tipo entero (int) y por lo tanto, en vez de declarar una clase, hacemos la equivalencia
via un typedef. Los tnicos campos datos en la clase 1ist son un puntero a enteros elems y un
entero size que mantiene la longitud de la lista. Por simplicidad haremos que el vector subyacente
elems tenga siempre el mismo tamano. Esta cantidad estd guardada en la variable estatica de la clase
MAX SIZE. Recordemos que cuando una variable es declarada estatica dentro de una clase, podemos
pensar que en realidad es una constante dentro de la clase, es decir que no hay una copia de ella en
cada instancia de la clase (es decir, en cada objeto). Estos miembros de la clase, que son datos, estan
en la parte privada, ya que forman parte de la implementacién de la clase, y no de la interfase, de
manera que un usuario de la clase no debe tener acceso a ellos.

Los métodos publicos de la clase estan en las lineas lineas 9-20. Ademas de los descriptos en
la seccién §2.1.3 (c6digo 2.1) hemos agregado el constructor y el destructor y algunos métodos que
son variantes de erase () como el erase (p, q) de un rango (linea 13) y clear () que equivale
a erase (begin(),end()), es decir que borra todos los elementos de la lista. También hemos
introducido prev () que es similar a next () pero retorna el antecesor, no el sucesor y un método
bésico de impresién print ().

En la implementacién (c6digo 2.7), vemos que el constructor inicializa las variables size y aloca
el vector elems con new[]. El destructor desaloca el espacio utilizado con delete[]. Notemos
que la inicializacion se realiza en la “lista de inicializacion” del constructor. Los métodos retrieve,
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next y prevson triviales, simplemente retornan el elemento correspondiente del vector o incrementan
apropiadamente la posicion, usando aritmética de enteros. Notar que se verifica primero que la posicién
sea valida para la operacién correspondiente. En retrieve (), después de verificar que la posicién es
vélida para insertar (notar que en el test de la linea 49 da error si p==size), el elemento es retornado
usando la indexacién normal de arreglos a través de []. El método insert (), después de verificar la
validez de la posicién (notar que p==size no da error en este caso), corre todos los elementos después
de p en la linea 53, inserta el elemento, e incrementa el contador size. erase () es similar.

erase (p, q) verifica primero la validez del rango a eliminar. Ambas posiciones deben ser validas,
incluyendo end () y p debe preceder a g (también pueden ser iguales, en cuyo caso erase (p, g) no
hace nada). shift es el numero de elementos a eliminar, y por lo tanto también el desplazamiento
que debe aplicarse a cada elemento posterior a gq. Notar que uno podria pensar en implementar
erase (p, q) en forma “genérica”

1iterator_t list::erase(iterator_t p,iterator t q) {
> while (p!=q) p = erase(p); // Ooops! q puede no ser v\’alido...
3 return p;

1}

Este cédigo es genérico, ya que en principio seria valido para cualquier implementacién de listas que
siga la interfase cédigo 2.1. Sin embargo, hay un error en esta version: después de ejecutar el primer
erase (p) la posicién g deja de ser valida. Ademés, en esta implementacién con arreglos hay razones
de eficiencia para no hacerlo en forma genérica (esto se verd en detalle luego). clear () simplemente
asigna a size 0, de esta forma es O(1). La alternativa “genérica” (erase (begin(),end())), seria
O(n).

Otro ejemplo de cédigo genérico es purge. Por supuesto, la mayoria de las funciones sobre listas
que no pertenecen a la clase, son en principio genéricas, ya que sélo acceden a la clase a través de la
interfase publica y, por lo tanto, pueden usar cualquier otra implementacién. Sin embargo, el término
genérico se aplica preferentemente a operaciones bien definidas, de utilidad general, como purge ()
o sort () (que ordena los elementos de menor a mayor). Estas funciones, a veces son candidatas
a pertenecer a la clase. print () es genérica y podriamos copiar su codigo tal cual e insertarlo en
cualquier otra implementacién de listas. Pero todavia seria mejor evitar esta duplicaciéon de cédigo,
usando la nocién de polimorfismo y herencia de clases.

2.1.6.1. Eficiencia de la implementacién por arreglos

La implementacién de listas por arreglos tiene varias desventajas. Una es la rigidez del almace-
namiento. Si en algin momento se insertan méas de MAX SIZE elementos, se produce un error y el
programa se detiene. Esto puede remediarse realocando el arreglo elems, copiando los elementos en
el nuevo arreglo y liberando el anterior. Sin embargo, estas operaciones pueden tener un impacto en
el tiempo de ejecucién si la realocacion se hace muy seguido.

Pero el principal inconveniente de esta implementacion se refiere a los tiempos de ejecucién de
insert (p,x) y erase (p). Ambos requieren un nimero de instrucciones que es proporcional al
numero de ejecuciones de los lazos correspondientes, es decir, proporcional al nimero de elementos
que deben moverse. El mejor caso es cuando se inserta un elemento en end () o se elimina el tltimo
elemento de la lista. En este caso el lazo no se ejecuta ninguna vez. El peor caso es cuando se inserta
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o elimina en la posicién begin (). En ese caso ambas operaciones son O(n), donde n es el nimero de
elementos en la lista. El caso promedio, depende de la probabilidad P; de que al elemento a eliminar
esté en la j

n—1
Towom(n) = 3 PT(j) (2.5)
j=0

Si asumimos que la probabilidad del elemento a eliminar es la misma para todos los elementos (P; =
1/n), y tenemos en cuenta que T'(j) =n — j — 1 entonces el tiempo promedio estd dado por

i
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Como se espera que insert (p, x) y erase (p) sean dos de las rutinas més usadas sobre listas, es
deseable encontrar otras representaciones que disminuyan estos tiempos, idealmente a O(1).
Los tiempos de ejecucién de las otras rutinas es O(1) (salvo erase (p, q) y print()).

2.1.7. Implementacion mediante celdas enlazadas por punteros

class cell;
typedef cell *iterator_t;

class list {
private:
cell *first, *last;
public:
list();
"list();
iterator_t insert(iterator_t p,elem_t j);
iterator_t erase(iterator_t p);
iterator_t erase(iterator_t p,iterator_t q);
void clear();
iterator_t begin();
iterator_t end();
void print();
void printd();
iterator_t next (iterator_t p);
iterator_t prev(iterator_t p);
elem_t & retrieve(iterator_t p);
int size();

22 },
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24 class cell {
25 friend class list;
26 elem_t elem;
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27 cell *next;
28 cell() : next(NULL) {}
29 F;

Codigo 2.8: Implementacion de listas mediante celdas enlazadas por punteros. Declaraciones. [Ar-
chivo: listp.h]

elem next elem next elem next

X [V [z ]

Figura 2.6: Celdas enlazadas por punteros

La implementacién mediante celdas enlazadas por punteros es probablemente la mas conocida y
mé&s usada. Una posible interfase puede verse en cédigo 2.8. La lista estd compuesta de una serie
de celdas de tipo cell que constan de un campo elem de tipo elem t y un campo next de tipo
cell = Las celdas se van encadenando unas a otras por el campo next (ver figura 2.6). Teniendo un
puntero a una de las celdas, es facil seguir la cadena de enlaces y recorrer todas las celdas siguientes.
El fin de la lista se detecta manteniendo en el campo next de la dltima celda un puntero nulo (NULL).
Estd garantizado que NULL es un puntero invélido (new o malloc () no retornardn nunca NULL a
menos que fallen). (En el gréfico representamos al NULL por un pequeno circulo lleno.)

Notemos que es imposible recorrer la celda en el sentido contrario. Por ejemplo, si tenemos un
puntero a la celda que contiene a z, entonces no es posible saber cual es la celda cuyo campo next
apunta a ella, es decir, la celda que contiene y. Las celdas normalmente son alocada con newy liberadas
con delete, es decir estdn en el drea de almacenamiento dindmico del programa (el “free store” o
“heap”). Esto hace que se deba tener especial cuidado en liberar la memoria alocada, de lo contrario
se producen pérdidas de memoria ( “memory leaks”).

Figura 2.7: Operaciones de enlace necesarias para insertar un nuevo elemento en la lista.

2.1.7.1. El tipo posiciéon

Debemos definir ahora que tipo serd, en esta implementacién, una posicién, es decir el tipo
iterator t. La eleccién natural parece ser cell #, ya que sitenemos un puntero a la celda tenemos
acceso al contenido. Es decir, parece natural elegir como posicién, el puntero a la celda que contiene
el dato. Sin embargo, consideremos el proceso de insertar un elemento en la lista (ver figura 2.7).
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Originalmente tenemos los elementos L=(...,x,y, z, ..) y queremos insertar un elemento w en la
posicién de y es decir L=(...,x,w,y, 2z, ..). Sean gy r los punteros a las celdas que contienen a
x e y. Las operaciones a realizar son

1 s = new cell;

2 s—>elem = w;
3 s—>next = r;
1+ g—->next = s;

Notar que para realizar las operaciones necesitamos el puntero g a la celda anterior. Es decir, si
definimos como posicion el puntero a la celda que contiene el dato, entonces la posicién correspondiente
a y es r, y para insertar a w en la posicién de y debemos hacer L.insert (r, w). Pero entonces
insert (...) no podrd hacer las operaciones indicadas arriba ya que no hay forma de conseguir el
puntero a la posicién anterior q. La solucién es definir como posicién el puntero a la celda anterior
a la que contiene el dato’. De esta forma, la posicién que corresponde a y es g (antes de insertar
w) y estd claro que podemos realizar las operaciones de enlace. Decimos que las posiciones estan
“adelantadas” con respecto a los elementos. Notar que después de la insercién la posicién de y pasa a
ser el puntero a la nueva celda s, esto ilustra el concepto de que después de insertar un elemento las
posiciones posteriores a la de insercién (inclusive) son invalidas.

L

first

last
q0=begin( a1y a2} a3 AL
Sy {1 [ o3[ 2 [ 5[« ] &S558

celdade
encabezamiento

Figura 2.8: Lista enlazada por punteros.

2.1.7.2. Celda de encabezamiento

La lista en si puede estar representada por un campo cell #first que esun puntero a la primera
celda. Recordemos que una vez que tenemos un puntero a la primera celda podemos recorrer todas
las siguientes. Pero el hecho de introducir un adelanto en las posiciones trae aparejado un problema.
;,Cual es la posicion del primer elemento de la lista? ;A qué apunta £irst cuando la celda esta vacia?
Estos problemas se resuelven si introducimos una “celda de encabezamiento”, es decir una celda que
no contiene dato y tal que first apunta a ella. Entonces, por ejemplo, si nuestra lista contiene a los
elementos L=(1,3,2,5), la representacién por punteros serfa como se muestra en la figura 2.8. Si
g0-g4 son punteros a las 5 celdas de la lista (incluyendo la de encabezamiento), entonces el elemento
1 estd en la posicién g0 de manera que, por ejemplo

s L.retrieve (q0) retornard 1.
s L.retrieve (gl) retornard 3.

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 66



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES

Seccion 2.1. El TAD Lista

» L.retrieve (q2) retornard 2.
s L.retrieve (g3) retornard 5.

» L.retrieve (g4) dard error ya que corresponde a la posicién de la celda ficticia (representada

en linea de trazos en la figura).
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list::1ist() : first(new cell), last(first) {
first—->next = NULL;
F

list::"1ist() { clear(); delete first; }

elem_t &list: :retrieve(iterator_t p) {
return p—~>next->elem;

}

iterator_t list::next(iterator_t p) {
return p->next;

}

iterator_t list::prev(iterator_t p) {
iterator_t q = first;
while (q=>next !=p) q = g>next;
return q;

}

iterator_t
list::insert(iterator_t p,elem_t k) {
iterator_t q = p~>next;
iterator_t ¢ = new cell;
p~>next =c;
c>next = q;
c~>elem = k;
if (q==NULL) last = c;
return p;

}
iterator_t list::begin() { return first; }
iterator_t list::end() { return last; }

iterator_t list::erase(iterator_t p) {
if (p~>next==last) last = p;
iterator_t q = p~>next;
p~>next = g>next;
delete q;
return p;

}

iterator_t list::erase(iterator_t p,iterator_t q) {
if (p==q) return p;
iterator_t s, r = p~>next;
p~>next = gq=>next;
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s if (!p~>next) last = p;
49 while (r!=q->next) {

50 S = r->next;
51 delete r;

52 r =S,

53 }

54 return p;

55 }

56
57 void list::clear() { erase(begin(),end()); }
58
so9 void list::print() {
6o iterator_t p = begin();
61 while (p!=end()) {
62 cout << retrieve(p) << " ";
63 p = next(p);
}

65 cout << endl;

66 }

67

6s void list::printd() {

69 cout << "h(" << first << ")" << endl;
70 l1terator_t c = first—->next;

71 int j=0;

72 while (c!=NULL) {

73 cout << j++ << " (" << ¢ << ") " << c>elem << endl;
74 Cc = c~>next;

75 }

76 F

78 int list::size() {
79 int sz=0;
so iterator_t p = begin();
s1  while (p!=end()) {
82 Sz++;
83 p = next(p);
}

85 return sz;

86 F

Cdédigo 2.9: Implementacion de listas mediante celdas enlazadas por punteros. Implementacién de
los métodos de la clase. [Archivo: listp.cpp]

2.1.7.3. Las posiciones begin() y end()

begin () es la posicién correspondiente al primer elemento, por lo tanto un puntero a la celda
anterior, es decir la celda de encabezamiento. Por otra parte, end () es una posicién ficticia después
del tltimo elemento (marcada con linea de trazos en la figura). Su posicién es un puntero a la celda
anterior, es decir la celda que contiene el tltimo elemento (g4 en la figura).
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Notar que begin () no cambia nunca durante la vida de la lista ya que inserciones o supresiones,
incluso en el comienzo de la lista no modifican la celda de encabezamiento. Por otra parte end ()
si cambia cuando hay una insercion o supresién al final de la lista. Esto significa que al momento de
implementar end () debemos comenzar desde begin () y recorrer toda los enlaces hasta llegar a la
dltima celda. Por ejemplo:

1 iterator t list::end() {

2 cell »qg = first;

3 while (g->next) q = g—>next;
4 return q;

5

}

Pero el tiempo de ejecucién de esta operacién es O(n), y end () es usada frecuentemente en los lazos
para detectar el fin de la lista (ver por ejemplo los cédigos 2.4 y 2.5), con lo cual debe tener costo
O(1).

La solucién es mantener en la declaracién de la lista un puntero a la ultima celda, actualizandolo
convenientemente cuando es cambiado (esto sélo puede ocurrir en insert () y erase()).

2.1.7.4. Detalles de implementacion

first
last

gO0=begin()=end()
=Sk
celda de
encabezamiento

Figura 2.9: Una lista vacia.

= El constructor aloca la celda de encabezamiento y asigna su puntero a first. Inicialmente la
celda estd vacia y por lo tanto last=first (begin ()=end()). También debe inicializar el
terminador (de la tnica celda) a NULL.

» El destructor llama a clear () (que estd implementada en términos de erase (p, q), la veremos
después) y finalmente libera la celda de encabezamiento.

» retrieve (p) retorna el elemento en el campo elem, teniendo en cuenta previamente el ade-
lanto en las posiciones.

= next () simplemente avanza un posicién usando el campo next. Notar que no hay colisién
entre la funcién next () y el campo next ya que pertenecen a clases diferentes (el campo next
pertenece a la clase cell).
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Figura 2.11: Operaciones de punteros para erase

= begin () y end () retornan los campos first y last, respectivamente.

» insert () y erase () realizan los enlaces ya mencionados en §2.1.7.1 (ver figura 2.10) y ac-
tualizan, de ser necesario, last.

p r * q+ q.next+

Figura 2.12: Operaciones de punteros para erase(p,q)

» erase (p, q) es implementado haciendo una operacién de enlaze de punteros descripta en la
figura 2.12. Luego es necesario liberar todas las celdas que estén en el rango a eliminar. Recordar
que erase (p, q) debe eliminar las celdas desde p hasta g, excluyendo a q. Como w esta en la
posicién p y z en la posiciéon q, esto quiere decir que hay que eliminar las celdas que contienen
a los elementos w a .

= prev () es implementada mediante un lazo, se recorre la lista desde el comienzo hasta encontrar
la celda anterior a la de la posicién p. Esto es O(n) y por lo tanto debe ser evitada en lo
posible. (Si prev () debe ser usada frecuentemente, entonces puede considerarse en usar una
lista doblemente enlazada).

2.1.8. Implementacién mediante celdas enlazadas por cursores

En la implementacién de celdas enlazadas por punteros, los datos son guardados en celdas que son
alocadas dindmicamente en el area de almacenamiento dindmico del programa. Una implementacion
similar consiste en usar celdas enlazadas por cursores, es decir celdas indexadas por punteros dentro
de un gran arreglo de celdas. Este arreglo de celdas puede ser una variable global o un objeto estatico
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de la clase, de manera que muchas listas pueden convivir en el mismo espacio de celdas. Puede verse
que esta implementacién es equivalente a la de punteros (més adelante daremos una tabla que permite
“traducir” las operaciones con punteros a operaciones con celdas y viceversa) y tiene ventajas y
desventajas con respecto a aquella. Entre las ventajas tenemos que,

» La gestién de celdas puede llegar a ser més eficiente que la del sistema (en tiempo y memoria).

» Cuando se alocan dindmicamente con newy delete muchos objetos pequenos (como las celdas)
el drea de la memoria ocupada queda muy fragmentada. Esto impide la alocacién de objetos
grandes , incluso después de eliminar gran parte de estos objetos pequenos. Usando cursores,
todas las celdas viven en un gran espacio de celdas, de manera que no se mezclan con el resto
de los objetos del programa.

s En lenguajes donde no existe la alocacién dinamica de memoria, el uso de cursores reemplaza al
de punteros.

Esto puede ser de interés sobre todo para el manejo de grandes cantidades de celdas relativamente
pequenas. Ademas, el uso de cursores es interesante en si mismo, independientemente de las ventajas
o desventajas, ya que permite entender mejor el funcionamiento de los punteros.

Entre las desventajas que tienen los cursores podemos citar que,

s Hay que reservar de entrada un gran espacio de celdas. Si este espacio es pequeno, corremos
riesgo de que el espacio se llene y el programa aborte por la imposibilidad de alocar nuevas
celdas dentro del espacio. Si es muy grande, estaremos alocando memoria que en la practica no
serd usada. (Esto se puede resolver parcialmente, realocando el espacio de celdas, de manera que
pueda crecer o reducirse.)

= Listas de elementos del mismo tipo comparten el mismo espacio de celdas, pero si son de diferentes
tipos se debe generar un espacio celdas por cada tipo. Esto puede agravar més ain las desventajas
mencionadas en el punto anterior.

class list;
typedef int iterator_t;

class cell {
friend class list;
elem_t elem;
iterator_t next;

cell();

};

© N Y A W N =

~
=]

class list {

private:
friend class cell;
static iterator_t NULL_CELL;
static int CELL_SPACE_SIZE;
static cell *cell_space;

NN R e
(S B N
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17
18
19
20
21

static iterator_t top_free_cell;
iterator_t new_cell();

void delete_cell (iterator_t c);
iterator_t first, last;

void cell_space_init();

Cddigo 2.10: Implementacion de listas por cursores. Declaraciones. [Archivo: listc.h]

Un posible juego de declaraciones puede observarse en el cddigo 2.10. Las celdas son como en el caso
de los punteros, pero ahora el campo next es de tipo entero, asi como las posiciones (iterator t).
Las celdas viven en el arreglo cell_space, que es un arreglo estandar de elementos de tipo cell.
Este arreglo podria declararse global (es decir fuera de la clase), pero es mas prolijo incluirlo en la clase.
Sin embargo, para evitar que cada lista tenga su espacio de celdas, lo declaramos static, de esta
forma actia como si fuera global, pero dentro de la clase. También declaramos static el tamafio del
arreglo CELL SPACE_SIZE. Asi como con punteros existe el puntero invalido NULL, declaramos un
cursor invalido NULL CELL. Como nuestras celdas estan indexadas dentro de un arreglo estandar de
C, los indices pueden ir entre 0 y CELL_SPACE_SIZE-1, de manera que podemos elegir NULL_CELL
como -1.

® = NULL_CELL cell space
% = cualquier valor el em next
nro. de celda—=0
* 4
1

2 |10
* 5 9'
L1 * ° —
first=2 N I'_
| ast =8 3 %
6 |11 >
5 | 8 iy
7))
top free cell * 0 n
N
3 | e m

L2 % 1

first=9
| ast =10 S bt
9 | 6

Figura 2.13: Lista enlazada por cursores.
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2.1.8.1. Coémo conviven varias celdas en un mismo espacio

Las listas consistiran entonces en una serie de celdas dentro del arreglo, con una celda de en-
cabezamiento y terminadas por una celda cuyo campo next posee el cursor invdlido NULL CELL.
Por ejemplo, en la figura 2.13 vemos una situacién tipica, el espacio de celdas cell_ space tiene
CELIL SPACE_SIZE=12 celdas. En ese espacio conviven 2 listas L1=(6,9,5,3) y L2=(2,5). La lista L1
ocupa 5 celdas incluyendo la de encabezamiento que en este caso es la celda 2. Como el dato en las
celdas de encabezamiento es irrelevante ponemos un “#’. El campo next de la celda de encabeza-
miento apunta a la primera celda que en este caso es la 5. La celda 5 contiene el primer elemento (que
es un 6) en el campo elemy el campo next apunta a la siguiente celda (que es la 11). Los enlaces
para las celdas de la lista L1 se muestran con flechas a la derecha del arreglo. La tltima celda (la 8)
contiene en el campo next el cursor invalido NULL CELL, representado en el dibujo por un pequeno
circulo negro. La lista L2 contiene 3 celdas, incluyendo la de encabezamiento, a saber las celdas 9, 1
y 10. Las 4 celdas restantes (7,0,4 y 3) estén libres.

2.1.8.2. Gestion de celdas

Debemos generar un sistema de gestién de celdas, similar a como los operadores new y delete
operan sobre el heap. Primero debemos mantener una lista de cuales celdas estan alocadas y cuales
no. Para esto construimos una lista de celdas libres enlazadas mediante el campo next ya que para
las celdas libres este campo no es utilizado de todas formas. El cursor top free cell (que también
es estdtico) apunta a la primera celda libre. El campo next de la i-ésima celda libre apunta a la
1 + 1-ésima celda libre, mientras que la 1ltima celda libre contiene un cursor invdlido NULL_CELL en
el campo next. Esta disposicion es completamente equivalente a la de las listas normales, sélo que
no hace falta un cursor a la ultima celda ni necesita el concepto de posicién, sino que sélo se accede
a través de uno de los extremos de la lista, apuntado por top free cell. (En realidad se trata de
una “pila”, pero esto lo veremos en una seccién posterior).

Las rutinas c=new_cell () y delete cell (c) definen una interfase abstracta (dentro de la
clase 1ist) para la gestién de celdas, la primera devuelve una nueva celda libre y la segunda libera
una celda utilizada, en forma equivalente a los operadores new y delete para las celdas enlazadas
por punteros.

Antes de hacer cualquier operacién sobre una lista, debemos asegurarnos que el espacio de celdas
esté correctamente inicializado. Esto se hace dentro de la funcién cell space_init (), la cual
aloca el espacio celdas e inserta todas las celdas en la lista de celdas libres. Esto se realiza en el
lazo de las lineas 1617 en el cual se enlaza la celda i con la i+1, mientras que en la ultima celda
CELL SPACE SIZE-1 se inserta el cursor invalido.

Para que cell_space_init () sea llamado automéaticamente antes de cualquier operaciéon con
las listas, lo incluimos en el constructor de la clase lista (linea 9). Podemos verificar si el espacio ya
fue inicializado por el valor del puntero cell space ya que si el espacio no fue inicializado entonces
este puntero es nulo (ver linea 3). El if de la linea 9 hace esta verificacién.

2.1.8.3. Analogia entre punteros y cursores

Hemos mencionado que hay un gran parecido entre la implementacién con punteros y cursores. De
hecho casi todos los métodos de la clase se pueden implementar para cursores simplemente aplicando
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‘ Punteros

Cursores

Area de almacenamiento heap

cell_space

Tipo usado para las direccio- | cell* c
nes de las celdas (iterator_t)

int c

Dereferenciacion de direccio- | *c
nes (direccién — celda)

cell spacelc]

Dato de una celda dada su di- | c—>elem
reccion c

cell_space[c].elem

Enlace de una celda (campo | c->next
next) dada su direccién ¢

cell spacel[c] .next

Alocar una celda c = new cell;

¢ = new_cell();

Liberar una celda delete cell;

delete_cell(c);

Direccién invalida NULL

NULL_CELL

Tabla 2.1: Tabla de equivalencia entre punteros y cursores.

a los métodos de la implementacién por punteros (cédigo 2.9) las transformaciones listadas en la

tabla 2.1). En la tabla se usa el nombre genérico de “direcciones” a los punteros o cursores.

© 0 N O % A W NN

LT S e S e
S © ® N O LA N = O

21

cell::cell() : next(list::NULL_CELL) {}

cell *list::cell_space = NULL;

int list::CELL_SPACE_SIZE = 100;

iterator_t list::NULL_CELL = -1;

iterator_t list::top_free_cell = 1list::NULL_CELL;

list::1list() {
if (!cell_space) cell_space_init();
first = last = new_cell();
cell_space[first].next = NULL_CELL;

void list::cell_space_init() {
cell_space = new cell [CELL_SPACE_SIZE];
for (int j=0; j<CELL_SPACE_SIZE-1; j++)
cell_space[j].next = j+1;
cell_space[CELL_SPACE_SIZE-1].next = NULL_CELL;
top_free_cell =0;

iterator_t list::new_cell() {
iterator_t top = top_free_cell;
if (top==NULL_CELL) {
cout << "No hay mas celdas \n";
abort () ;
}
top_free_cell = cell_space[top_free_cell].next;
return top;
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30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83

}

void list::delete_cell (iterator_t c) {
cell_space[c].next = top_free_cell;
top_free_cell =c;

list::"1list() { clear(); }

elem_t &list::retrieve(iterator_t p) {
iterator_t q= cell_spacel[p].next;
return cell_spacel[q].elem;

}

iterator_t list::next(iterator_t p) {
return cell_spacel[p].next;

}

iterator_t list::prev(iterator_t p) {
iterator_t q = first;
while (cell_spacelq].next !=p)
q = cell_space[q] .next;
return q;

}

iterator_t list::insert(iterator_t p,elem_t k) {
iterator_t q = cell_space[p].next;
iterator_t ¢ = new_cell();
cell_spacelp].next = c;
cell_spacel[c].next = q;
cell_space[c].elem = k;
if (q==NULL_CELL) last = c;
return p;

}

iterator_t list::begin() { return first; }
iterator_t list::end() { return last; }

iterator_t list::erase(iterator_t p) {
if (cell_spacelp].next == last) last = p;
iterator_t q = cell_space[p].next;
cell_spacel[p].next = cell_space[q].next;
delete_cell(q);
return p;

}

iterator_t list::erase(iterator_t p,iterator_t q) {
if (p==q) return p;
iterator_t s, r = cell_space[p].next;
cell_spacel[p] .next = cell_space[q].next;
if (cell_spacel[p].next == NULL_CELL) last = p;
while (r!=cell_space[q].next) {
s = cell_spacel[r] .next;
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84 delete_cell(r);

85 r=sj

86 }

s7 return p;
88 }

90 void list::clear() { erase(begin(),end()); }

92 void list::print() {
93 iterator_t p = begin();
94 while (p!=end()) {
95 cout << retrieve(p) << " ";
96 p = next(p);
}

98 cout << endl;

99}

101 void list::printd() {

102 cout << "h(" << first << ")" << endl;

103 iterator_t ¢ = cell_spacel[first].next;
104 1int j=0;

105 while (c!=NULL_CELL) {

106 cout << j++ << " (" << ¢ << ") :" << cell_spacelc].elem << endl;
107 c = next(c);

108 }

109 F

Codigo 2.11: Implementacion de listas por cursores. Implementacion de los métodos. [Archivo:
liste.cpp]

Por ejemplo, el método next () en la implementacién por punteros simplemente retorna p—>next.
Segun la tabla, esto se traduce en retornar cell space[c] .next que es lo que precisamente hace
el método correspondiente en la implementacién por cursores.

2.1.9. Tiempos de ejecucién de los métodos en las diferentes implementaciones.

’ Método ‘ Arreglos ‘ Punteros / cursores ‘
insert(p,x), erase(p) O(n) [T =c(n—1j)] | O)
erase(p,q) O(n) [T=cn—k)] | On) [T=-clk-7j)
clear() 0O(1) O(n)
begin(), end(), next(), retrieve() | O(1) 0(1)
prev(p) O(1) O(n) [T = cj]

Tabla 2.2: Tiempos de ejecucién de los métodos del TAD lista en las diferentes implementaciones.
J, k son las posiciones enteras correspondientes a p,q

Consideremos ahora los tiempos de ejecucién de las operaciones del TAD lista en sus diferentes
implementaciones. Los tiempos de implementacién de la implementacion por punteros y cursores son
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los mismos, ya que sélo difieren en cémo acceden a las celdas, pero de todas formas las operaciones
involucradas son O(1), en ambos casos, de manera que la comparacién es entre punteros/cursores
y arreglos. Las operaciones begin (), end(), next (), retrieve () son O(l) en ambos casos.
La diferencia méas importante es, como ya hemos mencionado, en las operaciones insert (p,x) y
erase (p). En la implementacién por arreglos se debe mover todos los elementos que estan después
de la posicién p (los lazos de las lineas 64 y 53, cédigo 2.7), o sea que es O(n — j) donde j es
la posicién (como nimero entero) de la posicién abstracta p, mientras que para punteros/cursores es
O(1). erase (p, g) debe hacer el delete (o delete cell () de todas las celdas en el rango [p, q)
de manera que requiere O(k — j) operaciones, donde k, j son las posiciones enteras correspondientes
a p, q. Por otra parte, en la implementacion por arreglos sélo debe moverse los elementos en el rango
[g, end()) (esto es n—k elementos) k — j posiciones hacia el comienzo. Pero el mover cada elemento
en un arreglo es tiempo constante, independientemente de cuantas posiciones se mueve, de manera
que la operacién es O(n — k). En el limite, la funcién clear () es O(n) para punteros/cursores y O(1)
para arreglos. Por otra parte, la funcién prev (p) es O(j) para punteros/cursores, ya que involucra ir
al comienzo de la lista y recorrer todas las celdas hasta encontrar la p (los lazos de las lineas linea 17
en el cédigo 2.9 y la linea 50 en el cédigo 2.11). Esto involucra un tiempo O(j), mientras que en el caso
de la implementacién por arreglos debe retornar p—1 ya que las posiciones son enteras, y por lo tanto
es O(1). Los tiempos de ejecucion estan listados en la Tabla 2.2. (Nota: Para insert por arreglos se
indica en la tabla O(n), que corresponde al peor caso que es cuando p estd al principio de la lista y
entre corchetes se indica T = ¢(n — j) que es el niimero de operaciones dependiendo de j. La constante
c es el tiempo promedio para hacer una de las operaciones. Lo mismo ocurre para otras funciones.)

Comparando globalmente las implementaciones, vemos que la implementacién por arreglos es més
competitiva en prev(), clear (). Pero prev () decididamente es una operacién para la cual no
estan disenadas las listas simplemente enlazadas y normalmente clear () deberia ser menos usada que
insert () o erase (), por lo cual raramente se usan arreglos para representar listas. Por otra parte
la diferencia para erase (p, g) puede ser a favor de punteros/cursores (cuando se borran pequenos
intervalos en la mitad de la lista) o a favor de los arreglos (cuando se borran grandes regiones cerca
del final).

2.1.10. Interfase STL

2.1.10.1. Ventajas de la interfase STL

Uno de los principales inconvenientes de la interfase definida hasta ahora (ver cédigo 2.1) es
que asocia el tipo lista a una lista de un tipo de elemento dado. Es decir, normalmente un juego de
declaraciones como el citado debe ser precedido de una serie de asignaciones de tipo, como por ejemplo

1 typedef elem t int;

si se quieren manipular listas de enteros. Por otra parte, si se desean manipular listas de dos tipos
diferentes, por ejemplo enteros y dobles, entonces se debe duplicar el cédigo (las declaraciones y las
implementaciones) definiendo un juego de tipos para cada tipo de dato, por ejemplo list_int y
iterator_int_t paraenterosy list doubley iterator double_ t. Pero esto, por supuesto,
no es deseable ya que lleva a una duplicacion de cédigo completamente innecesaria.
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La forma correcta de evitar esto en C++ es mediante el uso de “templates”. Los templates permiten
definir clases o funciones parametrizadas por un tipo (u otros objetos también). Por ejemplo, podemos
definir la clase 1ist<class T> de manera que luego el usuario puede declarar simplemente

1list<int> lista 1;
2 list<double> lista 2;

Esta es la forma en que los diferentes contenedores estan declarados en las STL.

En esta seccién veremos como generalizar nuestras clases con el uso de templates, es mas modifi-
caremos nuestra interfase de manera que sea totalmente “compatible con las STL”, es decir que si un
c6digo funciona llamando a nuestros contenedores, también funciona con el contenedor correspondien-
te de las STL. Una diferencia puramente sintdctica con respecto a las STL es el uso de la sobrecarga
de operadores para las funciones next () y prev (). Notemos que, si las posiciones fueran enteros,
como en el caso de los arreglos, entonces podriamos hacer los reemplazos

p = next(p); — p++
p = prev(p); — p--
Las STL extienden el alcance de los operadores ++ y —— para los objetos de tipo posicién usando

sobrecarga de operadores y lo mismo haremos en nuestra implementacién. También el operador *p
que permite dereferenciar punteros sera usado para recuperar el dato asociado con la posicién, como
lo hace la funcién retrieve (p) en la interfase béasica cédigo 2.1.

Finalmente, otra diferencia sintdctica entre las STL y nuestra versién béasica es la clase de posicio-
nes. Si usamos templates, deberemos tener un template separado para la clase de iteradores, por ejem-
plo iterator<int>. Pero cuando tengamos otros contenedores como conjuntos (set) y correspon-
dencias (map), cada uno tendra su clase de posiciones y para evitar la colisién, podemos agregarle el ti-
po de contenedor al nombre de la clase, por ejemplo, 1ist iterator<int>, set_ iterator<int>
o map_iterator<int>. Esto puede evitarse haciendo que la clase iterator sea una “clase anida-
da” (“nested class”) de su contenedor, es decir que la declaracién de la clase iterator estd dentro de
la clase del contenedor correspondiente. De esta manera, el contenedor actiia como un namespace pa-
ra la clase del contenedor y asi pasa a llamarse list<int>: :iterator, set<int>::iterator...

2.1.10.2. Ejemplo de uso

bool check_sum(list<int> &L1, list<int> &L2) {
list<int>::iterator p,q;
p =L1.begin();
q =L2.begin();
int suma = 0;
while (true) {
if (gq==L2.end()) break;
else if (suma==+*q) { suma=0; q++; }
else if (p==L1.end()) break;
else if (suma<*q) suma += *p++;
else return false;
}
return suma==0 && p==L1.end() && q==L2.end();
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14}

Cédigo 2.12: EI procedimiento check-sum, con la sintaxis de la libreria STL. [Archivo: check-sum-
stl.cpp]

Con la nueva sintaxis (idéntica a la de los contenedores de STL) el ejemplo del procedimiento
bool check-sum(L1l,L2) descrito en la seccién§2.1.5 puede escribirse como en el cédigo 2.12.

2.1.10.2.1. Uso de templates y clases anidadas El uso de templates permite definir contene-
dores en base al tipo de elemento en forma genérica. En el ejemplo usamos listas de enteros mediante la
expresion list<int>. Como las posiciones estan declaradas dentro de la clase del contenedor deben
declararse con el scope ( “alcance”) correspondiente, es decir list<int>: :iterator.

2.1.10.2.2. Operadores de incremento prefijo y postfijo: Recordemos que los operadores de
incremento “prefijo” (++p) y “postfijo” (p++) tienen el mismo “efecto colateral” (“side effect”) que
es incrementar la variable p pero tienen diferente “valor de retorno” a saber el valor incrementado en
el caso del postfijo y el valor no incrementado para el prefijo. Es decir

s g = p++; es equivalente a g = p; p = p.next (),;, mientras que

= g = ++p; es equivalente a p p-next(); q = p;

Por ejemplo en la linea 10, incrementamos la variable suma con el elemento de la posiciéon p antes de
incrementar p.

2.1.10.3. Detalles de implementacion

#ifndef AED_LIST_H
#define AED_LIST_H

#include <cstddef>
#include <iostream>

namespace aed {

© N S R W N =

template<class T>
class list {
public:
class iterator;
private:
class cell {
friend class list;
friend class iterator;
Tt;
cell *next;
cell() : next (NULL) {}
};

LT S~ W ~ S Oy SV SO
S © N O L A W N RO

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 79



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES
Seccion 2.1. El TAD Lista

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300)

cell *first, *last;

public:

class iterator {

private:

friend class list;
cell* ptr;

public:

T & operator*() { return ptr->next->t; }

T *operator=>() { return &ptr->next->t; }
bool operator!=(iterator q) { return ptr!=q.ptr; }
bool operator==(iterator q) { return ptr==q.ptr; }

iterator(cell *p=NULL) : ptr(p) {}

// Prefix:

iterator operator++() {
ptr = ptr->next;
return *this;

}

// Postfix:

iterator operator++(int) {
iterator q = *this;
ptr = ptr->next;
return q;

}

};

list() {
first = new cell;
last = first;
}
iterator insert (iterator p,T t) {
cell *q = p.ptr->next;
cell *c = new cell;
p.ptr>next = c;
c=>next = q;

c>t =t;
if (q==NULL) last = c;
return p;

}
iterator erase(iterator p) {
cell *q = p.ptr->next;
if (gq==last) last = p.ptr;
p.ptr=>next = q>next;
delete q;
return p;
}
iterator erase(iterator p,iterator q) {
cell *s, *r = p.ptr->next;
p.ptr=>next = q.ptr->next;
if (!p.ptr->next) last = p.ptr;
while (r!=q.ptr->next) {
s = r->next;
delete r;
r=s;

}

(proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300))

80



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES
Seccion 2.1. El TAD Lista

75 return p;

7 void clear() { erase(begin(),end()); }

78 iterator begin() { return iterator(first); }
79 iterator end() { return iterator(last); }

80 void print() {

81 iterator p = begin();

82 while (p!=end()) std::cout << #p++ << " '';
83 std: :cout << std::endl;

84 }

85 void printd() {

86 std: :cout << "h(" << first << ")'" << std::endl;
87 cell *c = first=>next;

88 int j=0;

89 while (c!=NULL) {

90 std::cout << j++ << " (" << ¢c << ") " << ¢c>t << std::endl;
91 c = c~>next;

92 }

93

94 int size() {

95 int sz=0;

96 iterator p = begin();

97 while (p++!=end()) sz++;

98 return sz;

99 }

100 };

101

102 }

103 #endif

Cdédigo 2.13: Implementacién de listas por punteros con sintaxis compatible STL. Declaraciones.
[Archivo: list.h]

En el cédigo 2.13 podemos ver un posible juego de declaraciones para las listas implementadas por
punteros con sintaxis compatible STL. Como es la clase que usaremos en los ejemplos hemos incluido
todos los detalles de implementacién (en los ejemplos anteriores hemos omitido algunos detalles para
facilitar la lectura).

s El encabezado #ifndef AED LIST H. .. es para evitar la doble inclusion de los headers.

s Hemos incluido un namespace aed para evitar la colision con otras clases con nombres si-
milares que pudieran provenir de otros paquetes. Por lo tanto las clases deben ser en realidad
referenciadas como aed: :list<int>y aed: :list<int>::iterator. Otra posibilidad es
incluir una declaracion using namespace aed;.

s La clase list va precedida del calificador template<class T> que indica que la clase T es un
tipo genérico a ser definido en el momento de instanciar la clase. Por supuesto, también puede
ser un tipo basico como int o double. Por ejemplo, al declarar 1ist<int> el tipo genérico T
pasa a tomar el valor concreto int.
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La clase cel1<T> ha sido incluida también como clase anidada dentro de la clase 1ist<T>. Esto
permite (al igual que con iterator) tener una clase cell para cada tipo de contenedor (lista,
pila, cola...) sin necesidad de agregarle un prefijo o sufijo (como en list cell, stack cell,
etc...).

La clase cell<T> declara friend a las clases 1list<T> e iterator<T>. Recordemos que
el hecho de declarar la clase en forma anidada dentro de otra no tiene ninguna implicancia
en cuanto a la privacidad de sus miembros. Si queremos que cell<T> acceda a los miembros
privados de 1ist<T> y iterator<T> entonces debemos declarar a las clases como friend.

Las clases 1ist<T>, cell<T> e iterator<T> son un ejemplo de “clases fuertemente ligadas”
(“tightly coupled classes”), esto es una serie de grupo de clases que estdn conceptualmente
asociadas y probablemente son escritas por el mismo programador. En tal caso es comun levantar
todas las restricciones entre estas clases con declaraciones friend. En este caso sélo es necesario
que cell declare friend a iteratory list, y que iterator declare friend a list.

La clase cell<T> es declarada privada dentro de 1ist<T> ya que normalmente no debe ser
accedida por el usuario de la clase, el cual sélo accede los valores a través de iterator<T>.

Para poder sobrecargar los operadores de incremento y dereferenciacién (p++, ++p y #*p) de-
bemos declarar a iterator<T> como una clase y no como un typedef como en la interfase
bésica. Esta clase contiene como tinico miembro un puntero a celda cell #*ptr. Como ya no
es un typedef también debemos declarar los operadores de comparaciéon p!=qy p==q. (Los
operadores <, >, <=,y >=también podrian ser definidos, pero probablemente serian O(n)). Por
supuesto estos operadores comparan simplemente los punteros a las celdas correspondientes.
Otro inconveniente es que ahora hay que extraer el campo ptr cada vez que se hace operaciones
sobre los enlaces, por ejemplo la primera linea de next ()

1 iterator_t q = p—->next;
se convierte en

1cell *g = p.ptr—->next;

2.1.10.4. Listas doblemente enlazadas

Si es necesario realizar repetidamente la operacién g=L. prev (p) que retorna la posicién ganterior

a p en la lista L, entonces probablemente convenga utilizar una “lista doblemente enlazada”. En este
tipo de listas cada celda tiene dos punteros uno al elemento siguiente y otro al anterior.

1class cell {

2

3

4

elem t elem;
cell *next, #*prev;
cell() : next (NULL), prev(NULL) {}

s };
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Una ventaja adicional es que en este tipo de implementacién la posiciéon puede implementarse
como un “puntero a la celda que contiene el elemento” y no a la celda precedente, como en las listas
simplemente enlazadas (ver §2.1.7.1). Ademas las operaciones sobre la lista pasan a ser completamente
simétricas en cuanto al principio y al fin de la lista.

Notemos también que en este caso al eliminar un elemento en la posicién p, ésta deja de ser vélida
efectivamente, ya que la celda a la que apunta desaparece. En la versiéon simplemente enlazada, en
cambio, la celda a la que apunta la posicién sigue existiendo, con lo cual la posicién en principio sigue
siendo valida. Es decir, por ejemplo en el cédigo cddigo 2.4, la linea 8 puede ser reemplazada por
L.erase (q) sin actualizar q. Sin embargo, por una cuestién de uniformidad conviene mantener la
convencion de reasignar siempre la posicion, de manera que el cédigo siga valiendo tanto para listas
simple como doblemente enlazadas.

2.2. El TAD pila

Béasicamente es una lista en la cual todas las operaciones de insercién y borrado se producen en
uno de los extremos de la lista. Un ejemplo gréfico es una pila de libros en un cajén. A medida que
vamos recibiendo mas libros los ubicamos en la parte superior. En todo momento tenemos acceso sélo
al libro que se encuentra sobre el “tope” de la pila. Si queremos acceder a algiin libro que se encuentra
més abajo (digamos en la quinta posicién desde el tope) debemos sacar los primeros cuatro libros y
ponerlos en algtin lugar para poder acceder al mismo. La Pila es el tipico ejemplo de la estructura tipo
“LIFO” (por “Last In First Out”, es decir “el dltimo en entrar es el primero en salir”).

La pila es un subtipo de la lista, es decir podemos definir todas las operaciones abstractas sobre
pila en funcién de las operaciones sobre lista. Esto motiva la idea de usar “adaptadores” es decir capas
de c6digo (en la forma de templates de C++) para adaptar cualquiera de las posibles clases de lista
(por arreglo, punteros o cursores) a una pila.

Ejemplo 2.3: Consigna: Escribir un programa para calcular expresiones aritméticas complejas con
numeros en doble precisién usando “notacién polaca invertida” (RPN, por “reverse polish notation”).
Solucién: En las calculadoras con RPN una operacién como 243 se introduce en la forma 2 3 +. Esto
lo denotamos asi

rpn[2 + 3] =2,3,+ (2.7)

donde hemos separados los elementos a ingresar en la calculadora por comas. En general, para cualquier
operador binario (como +, =, * 0 /) tenemos

vpn[(a) 6 (b)) = rpn(a), 1pn(b), 0 (2.8)

donde a, b son los operandos y # el operador. Hemos introducido paréntesis alrededor de los operandos
a y b ya que (eventualmente) estos pueden ser también expresiones, de manera que, por ejemplo la
expresion (2 + 3) x (4 — 5) puede escribirse como

rpn((2 + 3) % (4 — 5)] = rpn[2 + 3], rpn[d — 5], =

2.9
:2737+74757_7* ( )

La ventaja de una tal calculadora es que no hace falta ingresar paréntesis, con el inconveniente de que
el usuario debe convertir mentalmente la expresién a RPN.
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2.2.1. Una calculadora RPN con una pila

La forma de implementar una calculadora RPN es usando una pila. A medida que el usuario entra
operandos y operadores se aplican las siguientes reglas

= Si el usuario ingresé un operando, entonces simplemente se almacena en la pila.

= Si ingresé un operador 6 se extraen dos operandos del tope de la pila, digamos t el tope de la
pila y u el elemento siguiente, se aplica el operador a los dos operandos (en forma invertida) es
decir u 0t y se almacena el resultado en el tope de la pila.

Por ejemplo, para la expresion (2.9) tenemos un seguimiento como el mostrado en la tabla 2.3. que es el

’ Ingresa Tipo ‘ Pila ‘

2 operando 2
3 operando | 3,2
+ operador 5

4 operando | 4,5
5 operando | 5,4,5
- operador | -1,5
* operador | -5

Tabla 2.3: Seguimiento del funcionamiento de la calculadora RPN usando una pila. (Los elementos
en la pila son enumerados empezando por el tope.)

resultado correcto. El algoritmo puede extenderse facilmente a funciones con un nimero arbitrario de
variables (como exp (), cos () ...), s6lo que en ese caso se extrae el nimero de elementos apropiados
de la pila, se le aplica el valor y el resultado es introducido en la misma. De nuevo, notar que en general
debe invertirse el orden de los argumentos al sacarlos de la pila. Por ejemplo la funcién rem(a, b)
(resto) retorna el resto de dividir b en a. Si analizamos la expresién mod (5, 3) (que debe retornar
2) notamos que al momento de aplicar la funcién mod, tenemos en la pila los elementos 3, 5 (el top
primero), de manera que la funcién debe aplicarse a los elementos en orden invertido.

2.2.2. Operaciones abstractas sobre pilas

El ejemplo anterior sugiere las siguientes operaciones abstractas sobre pilas
s Insertar un elemento en el tope de la pila.
= Obtener el valor del elemento en el tope de la pila.

= Eliminar el elemento del tope.

2.2.3. Interfase para pila

1 elem_t top();
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void pop();

void push(elem_t x);
void clear();

int size();

bool empty();

S A W N

Cédigo 2.14: Interfase [Archivo: sbas.h]

Una posible interfase puede observarse en el cédigo 2.14. Consta de sdlo tres funciones basicas a
saber,

» top () devuelve el elemento en el tope de la pila (sin modificarla).
» pop () remueve el elemento del tope (sin retornar su valor!).
» push (x) inserta el elemento x en el tope de la pila.

Esta interfase es directamente compatible con STL, ya que, a diferencia con las listas, la pila no tiene
iterators.

Casi todas las librerias que implementan pilas usan una interfase similar a esta con muy pequenas
variantes. En algunos casos, por ejemplo, la funcién que remueve el elemento también devuelve el
elemento del tope.

También hemos agregado tres funciones auxiliares mas a saber

s clear () remueve todos los elementos de la pila.
» int size () devuelve el nimero de elementos en la pila.
» bool empty () retorna verdadero si la pila esta vacia, verdadero en caso contrario.

Notar que empty () no modifica la pila, mucha gente tiende a confundirla con clear().

2.2.4. Implementacion de una calculadora RPN

bool check2(stack &P,double &vl, double&v2) {

if (P.size(D<2) {
cout << "Debe haber al menos 2 elementos en la pila!!\n";
return false;

}elsed{
v2=P.top(); P.pop();
vl =P.top(); P.pop();
return true;

}

© N O G A W N =
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12 bool checkl (stack &P,double &v1) {

13 if (P.size(D<1) {
14 cout << "Debe haber al menos 1 elemento en la pila!!\n";

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 85



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES

Seccion 2.2. El TAD pila

return false;

Felse {
vl =P.top(); P.pop();
return true;

}

int main() {

stack P,(;
const int SIZE=100;
char 1ine[SIZE];
double v1,v2;
// REPL (read, eval print loop)
while (true) {
// Read
cout << "calc>";
assert(line);
cin.getline(line,SIZE,’\n’);
if(!cin) break;
// ‘Eval’ y ‘print’ dependiendo del caso
if (!strcmp(line,"+")) {
if (check2(P,v1,v2)) {
P.push(vi+v2);
printf ("= 1f\n",P.top());

} else if (!strcmp(line,"-")) {
if (check2(P,v1,v2)) {
P.push(v1-v2);
printf ("> 7/1f\n",P.top());

} else if (!strcmp(line,"*")) {
if (check2(P,v1,v2)) {
P.push(v1*v2);
printf ("> /1f\n",P.top());

} else if (!strcmp(line,"/")) {
if (check2(P,v1,v2)) {
P.push(v1/v2);
printf ("> 71f\n",P.top());
}
} else if (!strcmp(line,"log")) {
if (check1(P,v1)) {
P.push(log(vl));
printf ("= /1f\n",P.top());
}
} else if (!strcmp(line,"exp")) {
if (check1(P,v1)) {
P.push(exp(v1));
printf ("> /1f\n",P.top());
}
} else if (!strcmp(line,"sqrt")) {
if (check1(P,v1)) {
P.push(sqrt(vil));
printf ("> /1f\n",P.top());
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}

}
} else if (!strcmp(line,"atan2")) {
if (check2(P,v1,v2)) {
P.push(atan2(v1,v2));
printf ("> 1f\n" ,P.top());

} else if (!stremp(line,"c")) {
printf("vaciando la pila. . .\n");
P.clear();

} else if (!strcmp(line,"p")) {
printf("pila: ");
while(!P.empty()) {

double x = P.top();
cout << x << " "y
P.pop();
Q.push(x);

}
while(!Q.empty()) {
double x = Q.top();
Q.pop();
P.push(x);
}
cout << endl;
} else if (!strcmp(line,"x")) {
"Saliendo de calc!!\n";
exit (0);
}else{
double val;
int nread = sscanf (line," /11" ,&val);
if (nread!=1) {
printf("Entrada invalida!!: \" J/s\"\n",line);
continue;
}else {
P.push(val);
printf ("< Jg\n",val);
}
F

Cédigo 2.15: Implementacion de una calculadora RPN usando una pila. [Archivo: stackcalc.cpp]

En el cédigo 2.15 vemos una posible implementacién de la calculadora usando la interfase STL de

la pila descripta en cédigo 2.14. En el main () se declara la pila P que es la base de la calculadora.
Después de la declaracién de algunas variables auxiliares se ingresa en un lazo infinito, que es un
ejemplo de lazo “REPL” (por “read, eval, print loop”), tipico en los lenguajes interpretados.

= read: Se lee una linea de la consola,

s print: Se imprime el resultado de la evaluacion .

s eval: Se evaliia para producir efectos laterales y producir un resultado
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La linea se lee con la funcién getline () del standard input cin. Si hay cualquier tipo de error al
leer (fin de archivo, por ejemplo) cin queda en un estado que retorna false, de ahi que basta con
verificar !cin para ver si la lectura ha sido exitosa. El valor leido queda en el string (de C) 1ine. El
string tiene un tamano fijo SIZE. También se podria hacer dindmicamente con rutinas mas elaboradas
y seguras como la snprintf o asprintf (ver [b]). Antes de leer la linea se imprime el
prompt “calec> 7.

Después de leer la linea se entra en una secuencia de if-else (similar a un switch). Si la linea
entrada es un operador o funcién, entonces se extrae el nimero apropiado de operandos de la pila,
se aplica la operacion correspondiente y el resultado es ingresado en la pila. Es importante verificar
que la pila contenga un ntimero apropiado de valores antes de hacer la operacién. Por ejemplo, si el
usuario entra + entonces debemos verificar que al menos haya 2 operandos en la pila. Esto se hace
con la funciéon check2 que verifica que efectivamente haya dos operandos, los extrae de la pila y los
pone en las variables v1 y v2. Si no hay un niimero apropiado de valores entonces check2 retorna
false. Para funciones u operadores unarios usamos la funcién similar checkl.

Ademas de los 4 operadores binarios normales y de algunas funciones comunes, hemos incluido un
comando para salir de la calculadora (x), para limpiar la pila (¢) y para imprimir la pila (p).

Notar que para imprimir la pila se necesita una pila auxiliar Q. Los elementos de la pila se van
extrayendo de P, se imprimen por consola y se guardan en Q. Una vez que P estd vacia, todos los
elementos de Q son devueltos a P.

Una sesién tipica, correspondiente a (2.9), serfa asi

[mstorti@spider aedsrc]$ stackcalc
calc> 2

<= 2

calc> 3

<- 3

calc> +

-> 5.000000

calc> 4

<-4

calc> 5

<- 5

calc> -

-=> =1.000000

calc> *

-> =5.000000

6w cale> x

17 [mstorti@spider aedsrc]$
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2.2.5. Implementaciéon de pilas mediante listas

Como ya mencionamos, la pila se puede implementar facilmente a partir de una lista, asumiendo
que el tope de la pila esta en el comienzo de la lista. push (x) y pop () se pueden implementar a partir
de insert y erase en el comienzo de la lista. top () se puede implementar en base a retrieve. La
implementacién por punteros y cursores es apropiada, ya que todas estas operaciones son O(1). Notar
que si se usa el ultimo elemento de la lista como tope, entonces las operaciones de pop () pasan a ser
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O(n), ya que una vez que, asumiendo que contamos con la posicién g del tltimo elemento de la lista, al
hacer un pop (), g deja de ser valida y para obtener la nueva posicion del ultimo elemento de la lista
debemos recorrerla desde el principio. La implementacion de pilas basada en listas puede observarse
en los cédigo 2.16 y codigo 2.17. Notar que la implementacién es muy simple, ya que practicamente
todas las operaciones son transferidas al tipo lista.

Por otra parte, en la implementacion de listas por arreglos tanto la insercién como la supresion en
el primer elemento son O(n). En cambio, si podria implementarse con una implementacién basada en
arreglos si el tope de la pila esta al final.

El tamano de la pila es guardado en un miembro int size_m. Este contador es inicializado a
cero en el constructor y después es actualizado durante las operaciones que modifican la longitud de
la lista como push (), pop() y clear().

class stack : private list {
private:
int size_m;
public:
stack();
void clear();
elem_t& top();
void pop();
void push(elem_t x);
int size();
bool empty();
+;

© N DY A W N R

N
N~ O

Cédigo 2.16: Pila basada en listas. Declaraciones. [Archivo: stackbas.h]

stack: :stack() : size_m(0) { }

1
2
3 elem_t& stack::top() {
4+ return retrieve(begin());
5 }
6
7 void stack: :pop() {
s erase(begin()); size_m-—;
9
}

~
S

void stack: :push(elem_t x) {
insert(begin(),x); size_m++;

T
L

void stack: :clear() {
erase(begin(),end()); size_m = 0;

e
(SIS

17

18

19 bool stack: :empty() {

20 return begin()==end();
21
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22
23 int stack::size() {
24 return size_m;

25}

Cédigo 2.17: Pila basada en listas. Implementacion. [Archivo: stackbas.cpp]

2.2.6. La pila como un adaptador

Gista por cursores

|
|
| - - 7
Gista por punteros ):."_‘;-T- aplicacion
< I
I|I I
I: |
vectores K v+ !
, !

Figura 2.14: La clase pila como un adaptador para varios contenedores basicos de STL

Notar que la pila deriva directamente de la lista, pero con una declaracién private. De esta
forma el usuario de la clase stack no puede usar métodos de la clase lista. El hecho de que la pila sea
tan simple permite que pueda ser implementada en términos de otros contenedores también, como por
ejemplo el contenedor vector de STL. De esta forma, podemos pensar a la pila como un “adaptador”
( “container adaptor”), es decir que brinda un subconjunto de la funcionalidad del contenedor original
ver figura 2.14. La ventaja de operar sobre el adaptador (en este caso la pila) y no directamente sobre
el contenedor basico (en este caso la lista) es que el adaptador puede después conectarse facilmente a
otros contenedores (en la figura representado por enchufes).

2.2.7. Interfase STL

#ifndef AED_STACK_H
#define AED_STACK_H

#include <aedsrc/list.h>
namespace aed {

template<class T>

class stack : private 1ist<T> {

private:
int size_m;

© NN G R W N =
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12 public:
13 stack() : size_m(0) { }
14 void clear() { erase(begin(),end()); size_m =0; }

15 T &top() { return *begin(); }
16 void pop() { erase(begin()); size_m--; }

17 void push(T x) { insert(begin(),x); size_m++; }
18 int size() { return size_m; }

19 bool empty() { return size_m==0; }

20 F;

21 }

22 #endif

Cddigo 2.18: Clase pila con templates. [Archivo: stack.h]

Como la pila en si misma no contiene iteradores no hay necesidad de clases anidadas ni sobrecarga
de operadores, de manera que la tnica diferencia con la interfase STL es el uso de templates. Una
interfase compatible con STL puede observarse en el cédigo 2.18.

2.3. El TAD cola

Por contraposicion con la pila, la cola es un contenedor de tipo “FIFO” (por “First In First Out”, el
primero en entrar es el primero en salir). El ejemplo clésico es la cola de la caja en el supermercado. La
cola es un objeto muchas veces usado como buffer o pulmén, es decir un contenedor donde almacenar
una serie de objetos que deben ser procesados, manteniendo el orden en el que ingresaron. La cola es
también, como la pila, un subtipo de la lista llama también a ser implementado como un adaptador.

2.3.1. Intercalacion de vectores ordenados

Ejemplo 2.4: Un problema que normalmente surge dentro de los algoritmos de ordenamiento es el
intercalamiento de contenedores ordenados. Por ejemplo, si tenemos dos listas ordenadas L1 y L2, el
proceso de intercalamiento consiste en generar una nueva lista L ordenada que contiene los elementos
en L1y L2 de tal forma que L esta ordenada, en la forma lo mas eficiente posible. Con listas es facil
llegar a un algoritmo O(n) simplemente tomando de las primeras posiciones de ambas listas el menor
de los elementos e insertdndolo en L (ver secciones §4.3.0.2 y §5.6). Ademds, este algoritmo no requiere
memoria adicional, es decir, no necesita alocar nuevas celdas ya que los elementos son agregados a L
a medida que se eliminan de L1 y L2 (Cuando manipula contenedores sin requerir memoria adicional
se dice que es “in place” (“en el lugar”)). Para vectores el problema podria plantearse asi.

Consigna: Sea a un arreglo de longitud par, tal que las posiciones pares como las impares estan
ordenadas entre si, es decir
oo <y

- = 2.10
< <ap (2.10)

Escribir un algoritmo que ordena los elementos de a.
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2.3.1.1. Ordenamiento por insercion

Solucion: Consideremos por ejemplo que el arreglo contiene los siguientes elementos.
a= 10 1 12 3 14 5 16 7 18 9 20 b1 22 53 24 55 26 57 28 59 (2.11)

Verificamos que los elementos en las posiciones pares ( 10 12 14 16 ...) estdn ordenados entre si,
como también los que estdn en las posiciones impares ( 1 3 5 7 ...). Consideremos primero
el algoritmo de “ordenamiento por insercion” (ver cédigo 2.19, los algoritmos de ordenamiento seran
estudiados en mas detalle en un capitulo posterior).

void inssort(vector<int> &a) {

int n=a.size();

for (int j=1; j<n; j++) {
int x = aljl;
int k= j;
while (--k>=0 && x<alk]) alk+1] = alk];
alk+1] = x;

}

NI IR B T B N VLR R Y

-

Cédigo 2.19: Algoritmo de ordenamiento por insercién. [Archivo: inssort.cpp]

El cursor j va avanzando desde el comienzo del vector hasta el final. Después de ejecutar el cuerpo
del lazo sobre j el rango de elementos [0, j] queda ordenado. (Recordar que [a, b) significa los elementos
que estan en las posiciones entre a y b incluyendo a a y excluyendo a b). Al ejecutar el lazo para un
dado j, los elementos ay,...,aj—1 estdn ordenados, de manera que basta con “insertar” (de ahi el
nombre del método) el elemento a; en su posicién correspondiente. En el lazo sobre k, todos los
elementos mayores que a; son desplazados una posicién hacia el fondo y el elemento es insertado en
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alguna posicién p <= j, donde corresponde.

10[1f12 3 14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
[110 12 3 14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 10[12f 3 14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 10[12]'3 14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 10 12[3/14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
13110 12 14 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 10 12[14f 5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 10 12[14'5 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 10 12 14[5/16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59 (2.12)
1 3[5[10 12 14 16 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 10 12 14[16] 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 10 12 14[16]' 7 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 10 12 14 16[7 /18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5[7[10 12 14 16 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 7 10 12 14 16[18] 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 7 10 12 14 16[18] 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 7 10 12 14 16 18[9 [ 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
1 3 5 7[9[10 12 14 16 18 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59

En (2.12) vemos un seguimiento de algunas de las operaciones de insercién. Cada par de lineas corres-
ponde a la ejecuciéon para un j dado, la primera linea muestra el estado del vector antes de ejecutar el
cuerpo del lazo y la segunda linea muestra el resultado de la operacion. En ambos casos se indica con
una caja el elemento que es movido desde la posicién j a la p. Por ejemplo, para j = 9 el elemento
a; = 9 debe viajar hasta la posicién p = 4, lo cual involucra desplazar todos los elementos que pre-
viamente estaban en el rango [4,9) una posicién hacia arriba en el vector. Este algoritmo funciona,
por supuesto, para cualquier vector, independientemente de si las posiciones pares e impares estan
ordenadas entre si, como estamos asumiendo en este ejemplo.

2.3.1.2. Tiempo de ejecucién

Consideremos ahora el tiempo de ejecucién de este algoritmo. El lazo sobre j se ejecuta n—1 veces,
y el lazo interno se ejecuta, en el peor caso j — 1 veces, con lo cual el costo del algoritmo es, en el peor

caso
n—1

Theor(n) = 3_(j — 1) = O(s?) (2.13)

=1

((version aed-2.0.3-142-g80f46c8 ’clean) (date Sat Oct 31 11:09:55 2009 -0300) (proc-date Sat Oct 31 11:10:14 2009 -0300)) 93



CAPITULO 2. TIPOS DE DATOS ABSTRACTOS FUNDAMENTALES
Seccion 2.3. El TAD cola

En el mejor caso, el lazo interno no se ejecuta ninguna vez, de manera que sélo cuenta el lazo externo
que es O(n).

En general, el tiempo de ejecucion del algoritmo dependerd de cuantas posiciones deben ser des-
plazadas (es decir p — j) para cada j

n—1
T(n) =Y (p—7) (2.14)
j=1
0, tomando promedios
n—1
Tprom(”) = Z dj (215)
j=1

donde d; es el tamano promedio del rango que se desplaza.

El promedio debe ser tomado sobre un cierto conjunto de posibles vectores. Cuando tomamos
vectores completamente desordenados, se puede ver facilmente que d; = j/2 ya que el elemento a;
no guarda ninguna relacién con respecto a los elementos precedentes y en promedio ird a parar a la
mitad del rango ordenado, es decir p = j/2 y entonces j — p = j/2, de manera que

n—1

n—1
Torom (1) :Zd] % O(n (2.16)

[
Il
—

<.
-

2.3.1.3. Particularidades al estar las secuencias pares e impares ordenadas

Como la intercalacién de listas ordenadas es O(n) surge la incégnita de si el algoritmo para arreglos
puede ser mejorado. Al estar las posiciones pares e impares ordenadas entre si puede ocurrir que en
promedio el desplazamiento sea menor, de hecho, generando vectores en forma aleatoria, pero tales que
sus posiciones pares e impares estén ordenada se llega a la conclusién que el desplazamiento promedio
es O(y/n), de manera que el algoritmo resulta ser O(n3/2). Esto representa una gran ventaja contra el
O(n?) del algoritmo de ordenamiento original.

De todas formas, podemos mejorar mas atn esto si tenemos en cuenta que las subsecuencias pares
e impares estdn ordenadas. Por ejemplo consideremos lo que ocurre en el seguimiento (2.12) al mover
los elementos 18 y 9 que originalmente estaban en las posiciones ¢ =8 y ¢ + 1 = 9. Como vemos, los
elementos en las posiciones 0 a g —1 = 7 estan ordenados. Notar que el maximo del rango ya ordenado
[0,¢) es menor que el maximo de estos dos nuevos elementos aq y ag+q, ya que todos los elementos en
[0, q) provienen de elementos en las subsecuencias que estaban antes de aq y ag+1.

q—1

max a; < max(aq, Gg4+1) (2.17)
por lo tanto después de insertar los dos nuevos elementos, el mayor (que en este caso es 18) quedard en
la posicién ¢+1. El menor (min(ay, ag+1) = 9) viaja una cierta distancia, hasta la posicién p = 4. Notar
que, por un razonamiento similar, todos los elementos en las posiciones [q 4+ 2,n) deben ser mayores
que min(agq, ag+1), de manera que los elementos en [0, p) no se moveran a partir de esta insercion.
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2.3.1.4. Algoritmo de intercalacién con una cola auxiliar

void merge (vector<int> &a) {
int n =a.size();
// C = cola vacia . . .
int p=0, q=0, minr, maxr;
while (gq<n) {
// minr = min(a_q,a_{q+1}, maxr = max(a_q,a_{q+1}
if (alql<=alq+1]) {
minr = alql;
maxr = a[q+1];
}else{
maxr = alql;
minr = af[q+1];
}
// Apendizar todos los elementos del frente de la cola menores que
// min(a_q,a_{q+1}) al rango [0,p), actualizando eventualmente
while ( /* C no esta vacia. .. */) {
x = /* primer elemento de C . .. */;
if (x>minr) break;
alpt++] = x;
// Saca primer elemento de C . . .

© 0 N S A W N~
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a[p++] = minr;
a[p++] = minr;
// Apendizar ‘maxr’ al rango [0,p) . ..
q+=2;
}
// Apendizar todos los elementos en C menores que
// min(a_q,a_{q+1}) al rango [0,p)
/.

[ I I T R U R V)
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Cédigo 2.20: Algoritmo de intercalacién con una cola auxiliar [Archivo: mrgarrayl.cpp]

El algoritmo se muestra en el cédigo 2.20, manteniendo el rango [p, ¢) en una cola auxiliar C. En
(2.18) vemos el seguimiento correspondiente. Los elementos en la cola C' son mostrados encerrados en
una caja, en el rango [p, q). Notar que si bien, el nimero de elementos en la cola entra exactamente
en ese rango, en la implementacion el estado los elementos en ese rango es irrelevante y los elementos
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estan en una cola auxiliar.

C
1[10]712 3 14 5 16 7 18

C
1 3[10 1214 5 16 7 18
1 3 5[10 12 1416 7 18

20 51 22 53 24 55 26 57 28 59
20 51 22 53 24 55 26 57 28 59

© ©O ©

20 51 22 53 24 55 26 57 28 59

1 3 5 7[10 12 14 16] 18 9 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59

1 3 5 7 9[10 12 14 16 18] 20 51 22 53 24 55 26 57 28 59 (2.18)
1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20[51] 22 53 24 55 26 57 28 59 '

1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22[51 53/ 24 55 26 57 28 59

1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22 24[51 53 55| 26 57 28 59

1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22 24 26[61 53 55 57] 28 59

1 3 5 7 9 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28[51 53 55 57 59|

Consideremos por ejemplo el paso en el cual se procesan los elementos a; = 20 y ag+1 = 51 en
las posiciones ¢ = 10 y ¢ + 1 = 11. En ese momento la cola contiene los elementos 10,12,14,16 y 18.
Como son todos menores que min(ag, ag+1) = 20 apendizamos todos al rango [0,p = 5) de manera
que queda p = 10. Se apendiza también el 20, con lo cual queda p = 11 y finalmente se apendiza
max(aq, aq+1) = 51 a la cola. Como en ese momento la cola esta vacia, depués de la insercién queda
en la cola solo el 51.

2.3.2. Operaciones abstractas sobre colas

Del ejemplo anterior se hacen evidentes las siguientes operaciones
= Obtener el elemento en el frente de la cola
» Eliminar el elemento en el frente de la cola

s Agregar un elemento a la cola

2.3.3. Interfase para cola

Una versién reducida de la interfase STL para la cola puede observarse en el cédigo 2.21. Al
igual que en el caso de la pila, la cola no tiene posiciones, de manera que no necesita clases anidadas
ni sobrecarga de operadores, por lo que el cédigo es sencillo, de manera que no presentamos una
versién béasica, como hemos hecho con las listas y pilas, sino que presentamos directamente la version
compatible STL.

Las operaciones abstractas descriptas se realizan a través de las funciones pop () y front (),
que operan sobre el principio de la lista, y push () que opera sobre el fin de la lista. Todas estas
operaciones son O(1). Notar que de elegir lo opuesto (pop () y front () sobre el fin de la lista y
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push () sobre el principio) entonces la operacién pop () serfa O(n) ya que acceder al dltimo elemento
de la lista (no end () que es una posicién fuera de la lista) es O(n).

También hemos agregado, como en el caso de la pila operaciones estandar size () y empty (),
que también son O(1) y clear () que es O(n).

1 #ifndef AED_QUEUE_H

2 #define AED_QUEUE_H

3

4+ #include <aedsrc/list.h>

5

6 namespace aed {

7

& template<class T>

9 class queue : private 1ist<T> {
10 private:

11 int size_m;

12 public:

13 queue () : size_m(0) { }

14 void clear() { erase(begin(),end()); size_m =0; }

15 T front () { return *begin(); }
16 void pop() { erase(begin()); size_m--; }

17 void push(T x) { insert(end(),x); size_m++; }
18 int size() { return size_m; }

19 bool empty() { return size_m==0; }

20 F;

21 F

22 #endif

Cédigo 2.21: Interfase STL para cola [Archivo: queue.h]

2.3.4. Implementacion del algoritmo de intercalacién de vectores

El algoritmo completo, usando la interfase STL puede observarse en el codigo 2.22.

void merge (vector<int> &a) {

queue<int> C;

intn =a.size();

if (n==0) return;

if (n7%2) 1
cout << "debe haber un numero par de elementos en el vector\n";
exit(1);

}

int p=0,q=0, minr, maxr;

© 0 N S R N =

10

u  print(a,C,p,q);

12 while (g<n) {

13 if (alql<=alq+1]) {
14 minr = alq];

15 maxr = al[q+1];
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16 Felsed

17 maxr = alq];

18 minr = al[q+1];

19 }

20 while (!C.empty() && C.front()<=minr) {
21 alp++] = C.front();
22 C.pop();

23 }

24 a[p++] = minr;

25 C.push(maxr);

26 q+=2;

27 print(a,C,p,q);

28 }

29 while (!C.empty()) {
30 al[p++] = C.front();
31 C.pop();

}

Cédigo 2.22: Algoritmo de intercalacion con una cola auxiliar. Implementacién con la interfase STL.
[Archivo: mrgarray.cpp]

2.3.4.1. Tiempo de ejecucién

El lazo sobre ¢ se ejecuta n/2 veces. Dentro del lazo todas las operaciones son de tiempo constante,
salvo los lazos sobre la cola de las lineas 20-23 y 29-32. Las veces que el primer lazo se ejecuta para
cada g puede ser completamente variable, pero notar que por cada ejecucion de este lazo, un elemento
es introducido en el rango [0,p). Lo mismo ocurre para el segundo lazo. Como finalmente todos los
elementos terminan en el rango [0, p), el numero de veces total que se ejecutan los dos lazos debe ser
menor que n. De hecho como para cada ejecucion del cuerpo del lazo sobre ¢ se introduce un elemento
en [0,p) en la linea 24, el nimero de veces total que se ejecutan los dos lazos es exactamente igual a
n/2. De manera que el algoritmo es finalmente O(n).

Sin embargo, el algoritmo no es in-place, la memoria adicional estd dada por el tamano de la cola
C. En el peor caso, C puede llegar a tener n/2 elementos y en el mejor caso ninguno. En el caso
promedio, el tamano maximo de C es tanto como el niimero de desplazamientos que deben hacerse en
el algoritmo de insercién puro, descrito en la seccién §2.3.1.3, es decir O(y/n).

Todo esto esta resumido en la tabla (M es la memoria adicional requerida).

2.4. El TAD correspondencia

La “correspondencia” o “memoria asociativa” es un contenedor que almacena la relacién entre
elementos de un cierto conjunto universal D llamado el “dominio” con elementos de otro conjunto
universal llamado el “contradominio” o “rango”. Por ejemplo, la correspondencia M que va del dominio
de los ntimeros enteros en si mismo y transforma un nimero j en su cuadrado j2 puede representarse
como se muestra en la figura 2.15. Una restriccién es que un dado elemento del dominio o bien no debe
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’ ‘ inssort ‘ merge ‘

Theor(n) | O(?) | O(n)

Tywom(n) | O(n®) | O(n)

Tmejor (1) O(n) O(n)
)

Mpeor(n O(n) O(n)
Mprom (n) O(n) O(\/ﬁ)
Mmejor(n) O(n) 0(1)

Tabla 2.4: Tiempo de ejecucién para la intercalaciéon de vectores ordenados. T' es tiempo de ejecucién,
M memoria adicional requerida.

tener asignado ningin elemento del contradominio o bien debe tener asignado uno solo. Por otra parte,
puede ocurrir que a varios elementos del dominio se les asigne un solo elemento del contradominio.
En el ejemplo de la figura a los elementos 3 y -3 del dominio les es asignado el mismo elemento 9
del contradominio. A veces también se usa el término “clave” (“key”) (un poco por analogia con las
bases de datos) para refererirse a un valor del dominio y “valor” para referirse a los elementos del
contradominio.

Las correspondencias son representadas en general guardando internamente los pares de valores y
poseen algin algoritmo para asignar valores a claves, en forma analoga a como funcionan las bases de
datos. Por eso, en el caso del ejemplo previo j — j2, es mucho més eficiente representar la correspon-
dencia como una funcién, ya que es mucho més rdpido y no es necesario almacenar todos los valores.
Notar que para las representaciones mas usuales de enteros, por ejemplo con 32 bits, harian falta
varios gigabytes de RAM. El uso de un contenedor tipo correspondencia es 1til justamente cuando no
es posible calcular el elemento del contradominio a partir del elemento del dominio. Por ejemplo, un
tal caso es una correspondencia entre el nimero de documento de una persona y su nombre. Es impo-
sible de “calcular” el nombre a partir del nimero de documento, necesariamente hay que almacenarlo
internamente en forma de pares de valores.

M C

Np—

"

D

Figura 2.15: Correspodencia entre ntimeros enteros j — 52

Ejemplo 2.5: Consigna: Escribir un programa que memoriza para cada documento de identidad el
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sueldo de un empleado. Se van ingresando niimeros de documento, si el documento ya tiene un sueldo
asignado, entonces esto se reporta por consola, sino el usuario debe entrar un sueldo el cual es asignado
a ese numero de documento en la tabla. Una posible interaccién con el programa puede ser como sigue

nulo

1 [mstorti@spider aedsrc]$ payroll
:» Ingrese nro. documento > 14203323
s Ingrese salario mensual: 2000

s Ingrese nro. documento > 13324435
5 Ingrese salario mensual: 3000

¢ Ingrese nro. documento > 13323421
r Ingrese salario mensual: 2500

s Ingrese nro. documento > 14203323
9 Doc: 14203323, salario: 2000

1w Ingrese nro. documento > 13323421
nDoc: 13323421, salario: 2500

12 Ingrese nro. documento > 13242323
13 Ingrese salario mensual: 5000

11 Ingrese nro. documento > 0

15 No se ingresan mas sueldos. ..

16 [mstorti@spider aedsrc]s$

Solucion: Un posible seudocédigo puede observarse en el cédigo 2.23. El programa entra en un lazo
infinito en el cual se ingresa el nimero de documento y se detiene cuando se ingresa un documento

s Asignar un valor a una clave.
= Recuperar el valor asignado a una clave.

. Reconocemos las siguientes operaciones abstractas necesarias para manipular correspodencias

Consultar la correspondencia para saber si una dada clave tiene un valor asignado.

© N S R W N =

~
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12

// declarar ‘tabla_sueldos’ como ‘map’ . . .

while(1) {
cout << "Ingrese nro. documento > ";
int doc;
double sueldo;
cin >> doc;
if (!doc) break;

if (/* No tiene ‘doc’ sueldo asignado?. . .

cout << "Ingrese sueldo mensual: ";
cin >> sueldo;
// Asignar ‘doc = sueldo’
/.
}else{
// Reportar el valor almacenado
// en ‘tabla_sueldos’
/.
cout << "Doc: " << doc << ", sueldo: "
<< sueldo << endl;
}

}

*/) {
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21 cout << "No se ingresan mas sueldos. . ." << endl;

Cdédigo 2.23: Seudocodigo para construir una tabla que representa la correspondencia nimero de
documento — sueldo. [Archivo: payroll4.cpp]

2.4.1. Interfase simple para correspondencias

class iterator_t {/* ... *x/};

class map {

private:
/.

public:
iterator_t find(domain_t key);
iterator_t insert(domain_t key,range_t val);
range_t& retrieve(domain_t key);
void erase(iterator_t p);
domain_t key(iterator_t p);
range_t& value(iterator_t p);
iterator_t begin();
iterator_t next (iterator_t p);
iterator_t end();
void clear();

17 void print();

18 F;

© N Y A W N R
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Cédigo 2.24: Interfase basica para correspondencias. [Archivo: mapbas.h]

En el cédigo 2.24 vemos una interfase bédsica posible para correspondencias. Estd basada en la
interfase STL pero, por simplicidad evitamos el uso de clases anidadas para el correspondiente ite-
rator y también evitamos el uso de templates y sobrecarga de operadores. Primero se deben definir
(probablemente via typedef’s) los tipos que corresponden al domininio (domain_t) y al contrado-
minio (range_t). Una clase iterator (cuyos detalles son irrelevantes para la interfase) representa
las posiciones en la correspondencia. Sin embargo, considerar de que, en contraposiciéon con las lis-
tas y a semejanza de los conjuntos, no hay un orden definido entre los pares de la correspondencia.
Por otra parte en la correspondencia el iterator itera sobre los pares de valores que representan la
correspondencia.

En lo que sigue M es una correspondencia, p es un iterator, k una clave, val un elemento del
contradominio (tipo range_t). Los métodos de la clase son

» p = find(k): Dada una clave k devuelve un iterator al par correspondiente (si existe debe ser
unico). Si k no tiene asignado ningun valor, entonces devuelve end ().

» p = insert (k,val): asigna a k el valor val. Si k ya tenia asignado un valor, entonces este
nuevo valor reemplaza a aquel en la asignacion. Si k no tenia asignado ningin valor entonces la
nueva asignacién es definida. Retorna un iterator al par.
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val = retrieve (k): Recupera el valor asignado a k. Si k no tiene ningtn valor asignado,
entonces inserta una asignacion de k al valor creado por defecto para el tipo range_t (es decir
el que retorna el constructor range t ()). Esto es muy importante y muchas veces es fuente
de error. (Muchos esperan que retrieve () de un error en ese caso.) Si queremos recuperar en
val el valor asignado a k sin insertar accidentalmente una asignacion en el caso que k no tenga
asignado ningun valor entonces debemos hacer

1 if (M.find(k)!=M.end()) val = M.retrieve (k)

val=M.retrieve (k) retorna una referencia al valor asignado a k, de manera que también
puede ser usado como miembro izquierdo, es decir, es valido hacer (ver §2.1.4)

1 M.retrieve(k) = val;

k = key (p) retorna el valor correspondiente a la asignacién apuntada por p.
val = value (p) retorna el valor correspondiente a la asignacién apuntada por p. El valor
retornado es una referencia, de manera que también podemos usar value (p) como miembro
izquierdo (es decir, asignarle un valor como en value (p)=val). Notar que, por el contrario,
key (p) no retorna una referencia.
erase (p): Elimina la asignacién apuntada por p. Si queremos eliminar una eventual asignacién
a la clave k entonces debemos hacer

1 p = M.find(k);

2 1f (p!=M.end()) M.erase(p);

p = begin(): Retorna un iterator a la primera asignacién (en un orden no especificado).

p end (): Retorna un iterator a una asignacién ficticia después de la tltima (en un orden no
especificado).

clear (): Elimina todas las asignaciones.

print (): Imprime toda la tabla de asignaciones.

Con esta interfase, el programa 2.23 puede completarse como se ve en cédigo 2.25. Notar que

el programa es cuidadoso en cuanto a no crear nuevas asignaciones. El retrieve de la linea 16
estd garantizado que no generara ninguna asignacion involuntaria ya que el test del if garantiza que
doc ya tiene asignado un valor.

© 0 N O ;A W N
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map sueldo;
while(1) {

cout << "Ingrese nro. documento > ";
int doc;
double salario;
cin >> doc;
if(!doc) break;
iterator_t q = sueldo.find(doc);
if (gq==sueldo.end()) {
cout << "Ingrese salario mensual: ";
cin >> salario;
sueldo.insert(doc,salario);
cout << sueldo.size() << " salarios cargados" << endl;
Felsed
cout << "Doc: " << doc << ", salario: "
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16 << sueldo.retrieve(doc) << endl;

17 }

18 }

19 cout << "No se ingresan mas sueldos. . ." << endl;

Cdédigo 2.25: Tabla de sueldos del personal implementado con la interfase basica de cédigo 2.24.
[Archivo: payroll2.cpp]

2.4.2. Implementacién de correspondencias mediante contenedores lineales
M c

—

Figura 2.16: Ejemplo de correspondencia.

Tal vez la forma més simple de implementar una correspondencia es guardando en un contenedor
todas las asignaciones. Para eso simplemente definimos una clase elem t que simplemente contiene
dos campos first y second con la clave y el valor de la asignacién (los nombres de los campos vienen
de la clase pair de las STL). Estos pares de elementos (asignaciones) se podrian guardar tanto en un
vector<elem t> como en una lista (1ist<elem t>). Por ejemplo, la correspondecia de enteros a
enteros que se muestra en la figura 2.15 se puede representar almacenando los siguientes pares en un
contenedor:

(_174)7(374)7(271)7(_379) (2-19)

A las listas y vectores se les llama contenedores lineales, ya que en ellos existe un ordenamiento
natural de las posiciones. En lo que sigue discutiremos la implementacién del TAD correspondencia
basadas en estos contenedores lineales. Més adelante, en otro capitulo, veremos otras implementaciones
més eficientes. Cuando hablemos de la implementacién con listas asumiremos una implementacién de
listas basada en punteros o cursores, mientras que para vectores asumiremos arreglos estandar de C++
o el mismo vector de STL. En esta seccién asumiremos que las asignaciones son insertadas en el
contenedor ya sea al principio o en el final del mismo, de manera que el orden entre las diferentes
asignaciones es en principio aleatorio. Méas adelante discutiremos el caso en que las asignaciones se

mantienen ordenadas por la clave. En ese caso las asignaciones aparecerian en el contenedor como en
(2.20).
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» p=find (k) debe recorrer todas las asignaciones y si encuentra una cuyo campo first coincida
con k entonces debe devolver el iterator correspondiente. Si la clave no tiene ninguna asignacion,
entonces después de recorrer todas las asignaciones, debe devolver end (). El peor caso de
find () es cuando la clave no estd asignada, o la asignacién esta al final del contenedor, en
cuyo caso es O(n) ya que debe recorrer todo el contenedor (n es el nimero de asignaciones en la
correspondencia). Si la clave tiene una asignacién, entonces el costo es proporcional a la distancia
desde la asignacién hasta el origen. En el peor caso esto es O(n), como ya mencionamos, mientras
que en el mejor caso, que es cuando la asignacién estd al comienzo del contenedor, es O(1). La
distancia media de la asignacién es (si las asignaciones se han ingresado en forma aleatoria) la
mitad del nimero de asociaciones y por lo tanto en promedio el costo serd O(n/2).

s insert () debe llamar inicalmente a £ind (). Si la clave ya tiene un valor asignado, la insercién
es O(1) tanto para listas como vectores. En el caso de vectores, notar que esto se debe a que no
es necesario insertar una nueva asignacion. Si la clave no estd asignada entonces el elemento se
puede insertar al final para vectores, lo cual también es O(1), y en cualquier lugar para listas.

= Un andlisis similar indica que retrieve (k) también es equivalente a £ind ().

» Para erase (p) si hay diferencias, la implementacién por listas es O(1) mientras que la imple-
mentacién por vectores es O(n) ya que implica mover todos los elementos que estdn después de
la posicién eliminada.

» clear () es O(1) para vectores, mientras que para listas es O(n).

» Para las restantes funciones el tiempo de ejecucién en el peor caso es O(1).

’ Operacién ‘ lista ‘ vector ‘
find (key) 0(1)/0(n)/O(n) | O(1)/O(n)/O(n)
insert (key, val) 0(1)/0(n)/O(n) | O(1)/O(n)/O(n)
retrieve (key) 0(1)/0(n)/O(n) | O(1)/O(n)/O(n)
erase (p) O(1) 0(1)/0(n)/O(n)
key, value, begin, end, 0(1) o(1)
clear O(n) o(1)

Tabla 2.5: Tiempos de ejecucién para operaciones sobre correspondencias con contenedores li-
neales no ordenadas. n es el nimero de asignaciones en la correspondencia. (La notacién es me-
jor/promedio/peor. Si los tres son iguales se reporta uno sélo.)

Estos resultados se sumarizan en la Tabla 2.5. No mostraremos ninguna implementaciéon de corres-
pondencias con contenedores lineales no ordenados ya que discutiremos a continuacién la implemen-
tacion con contenedores ordenados, que es mas eficiente.

2.4.3. Implementacion mediante contenedores lineales ordenados

Una posibilidad de reducir el tiempo de ejecucion es usar contenederos ordenados, es decir ya sea
vectores o listas, pero donde los pares de asignacion estan ordenados de menor a mayor segun la clave.
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Notar que esto exige que se pueda definir un tal ordenamiento en el conjunto universal del dominio. Si
el dominio son los enteros o los reales, entonces se puede usar la relacién de orden propia del tipo. Para
“strings” (cadenas de caracteres) se puede usar el orden “lexicografico”. Para otros tipos compuestos,
para los cuales no existe una relaciéon de orden se pueden definir relaciones de orden ad-hoc (ver
§2.4.4). En algunos casos estas relaciones de orden no tienen ningtin otro interés que ser usadas en
este tipo de representaciones o en otros algoritmos relacionados.
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class map;

class elem_t {
private:
friend class map;
domain_t first;
range_t second;

};

// iterator para map va a ser el mismo que para listas.

class map {
private:
list 1;

iterator_t lower_bound(domain_t key) {
iterator_t p = 1.begin();
while (p!=1.end()) {
domain_t dom = 1.retrieve(p).first;
if (dom >= key) return p;
p = 1.next(p);

return 1.end();

}

public:
map() { }
iterator_t find(domain_t key) {
iterator_t p = lower_bound (key) ;
if (p!=1.end() && 1.retrieve(p).first == key)
return p;
else return 1.end();
}
iterator_t insert(domain_t key,range_t val) {
iterator_t p = lower_bound (key) ;
if (p==1l.end() | | 1.retrieve(p).first !=key) {
elem_t elem;
elem.first = key;
p = 1.insert(p,elem);

l.retrieve(p).second = val;
return p;

}

range_t &retrieve(domain_t key) {
iterator_t q = find (key);
if (q==end()) gq=insert (key,range_t());
return 1.retrieve(q).second;
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46
}
a7 bool empty() { return 1.begin()==1.end(); }
48 void erase(iterator_t p) { 1.erase(p); }
19 int erase(domain_t key) {
50 iterator_t p = find(key); int r = 0;
51 if (p!=end()) { l.erase(p); r=1; }
52 return r;
53 }

54 iterator_t begin() { return 1.begin(); }
55 iterator_t end() { return 1.end(); }
56 void clear() { 1.erase(1.begin(),1.end()); }

57 int size() { return 1.size(); }
58 domain_t key(iterator_t p) {

59 return 1.retrieve(p).first;
60 }

61 range_t &value(iterator_t p) {
62 return 1.retrieve(p).second;
63 }

64  F;

Cédigo 2.26: Implementacion de correspondencia mediante listas ordenadas. [Archivo: mapl.h]

2.4.3.1. Implementacién mediante listas ordenadas

En el caso de representar la correspondencia mediante una lista ordenada, los pares son ordenados
de acuerdo con su campo clave. Por ejemplo la correspondencia de la figura 2.16, se representaria por
una lista como sigue,

M =((-3,9),(-1,4),(2,1),(3,4)). (2.20)

Ahora p=find (k) no debe necesariamente recorrer toda la lista cuando la clave no estd, ya que
el algoritmo puede detenerse cuando encuentra una clave mayor a la que se busca. Por ejemplo, si
hacemos p=find (0) en la correspondencia anterior podemos dejar de buscar cuando llegamos al
par (2,1), ya que como los pares estdn ordenados por clave, todos los pares siguientes deben tener
claves mayores que 2, y por lo tanto no pueden ser 0. Sin embargo, al insertar nuevas asignaciones
hay que tener en cuenta que no se debe insertar en cualquier posicién sino que hay que mantener la
lista ordenada. Por ejemplo, si queremos asignar a la clave 0 el valor 7, entonces el par (0,7) debe
insertarse entre los pares (—1,4) y (2,1), para mantener el orden entre las claves.

Una implementacion de la interfase simplificada mostrada en 2.24 basada en listas ordenadas
puede observarse en el codigo 2.26. Tanto p=find (key) como p=insert (key, val) se basan en
una funcién auxiliar p=lower._bound (key) que retorna la primera posicién donde podria insertarse
la nueva clave sin violar la condicién de ordenamiento sobre el contenedor. Como casos especiales, si
todas las claves son mayores que key entonces debe retornar begin () y si son todas menores, o la
correspondencia estd vacia, entonces debe retornar end ().

La implementacion de p=insert (key, val) en términos de p=lower._bound (key) es simple,
p=lower bound (key) retorna un iterator a la asignacién correspondiente a key (si key tiene un
valor asignado) o bien un iterator a la posicién donde la asignacién a key debe ser insertada. En el
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primer caso un nuevo par (de tipo elem t) es construido e insertado usando el método insert de
listas. Al llegar a la linea 39 la posiciéon p apunta al par correspondiente a key, independientemente
de si este ya existia o si fue creado en el bloque previo.

La implementacién de p=£find (key) en términos de p=lower. bound (key) también es simple.
Si p es end () o la asignacién correspondiente a p contiene exactamente la clave key, entonces debe
retornar p. Caso contrario, p debe corresponder a una posicién dereferenciacible, pero cuya clave no
es key de manera que en este caso no debe retornar p sino end().

El método val=retrieve (key) busca una asignacion para key. Notar que, como mencionamos
en §2.4.1 si key no esta asignado entonces debe generar una asignacion. El valor correspondiente en
ese caso es el que retorna el constructor por defecto (range_t()).

Notar que lower._bound () es declarado private en la clase ya que es solo un algoritmo interno
auxiliar para insert () y find() .

2.4.3.2. Interfase compatible con STL

template<typename first_t,typename second_t>
class pair {
public:

first_t first;

second_t second;

};

template<typename domain_t,typename range_t>
class map {
private:
typedef pair<domain_t,range_t> pair_t;
typedef list<pair_t> list_t;
list_t 1;
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public:
typedef typename list_t::iterator iterator;
map () ;
iterator find(domain_t key) ;
range_t & operator[ ] (domain_t key);
bool empty();
void erase(iterator p);
iterator begin();
iterator end();
24 void clear();

25 F;
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Cédigo 2.27: Version basica de la interfase STL para correspondencia. [Archivo: mapstl.h]

Una versién reducida de la interfase STL para correspondencia se puede observar en el codigo 2.27.
En el cédigo 2.28 vemos la implementacion de esta interfase mediante listas ordenadas.

1 #ifndef AED_MAP_H
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#define AED_MAP_H

#include <aedsrc/list.h>
#include <iostream>

using namespace std;

© ® N O« R W N

namespace aed {

~
~ o

template<typename first_t,typename second_t>
class pair {
public:
first_t first;
second_t second;
pair(first_t f=first_t(),second_t s=second_t())
: first(f), second(s) {}
+;

[ T T S e N O oY
N © © ® N O 0 A L N

template<typename domain_t,typename range_t>
class map {

NN
RO N

private:
typedef pair<domain_t,range_t> pair_t;
typedef list<pair_t> list_t;
list_t 1;

NN N NN
© ® N D O;

public:
typedef typename list_t::iterator iterator;

L L W
N = O

private:
iterator lower_bound(domain_t key) {
iterator p = 1.begin();
while (p!=1.end()) {
domain_t dom = p>first;
if (dom >= key) return p;
pt+;
}
return 1.end();

}

AROROR R W W W W
W= © © & N S G A W

public:
map() { }

[N
SIS

iterator find(domain_t key) {
iterator p = lower_bound (key) ;
if (p!=l.end() && p>first == key)
return p;
else return 1.end();

R AR R R
S © ® N O

}
range_t & operator[ ] (domain_t key) {
iterator q = lower_bound (key) ;
if (q==end() | | g=>first!=key)
q = 1.insert(q,pair_t(key,range_t()));

LS L= B, B, S
(51 IO U

// iterator para map va a ser el mismo que para listas.
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56
57
58
59
60
61
62
63
64

65}

};

return g->second;

bool empty() { return 1.begin()==1.end(); }
void erase(iterator p) { 1.erase(p); }
iterator begin() { return 1.begin(); }
iterator end() { return 1.end(); }

iterator next(iterator p) { return 1.next(p); }
void clear() { 1.erase(1l.begin(),1.end()); }

66 #endif

Coédigo 2.28: Implementacion de correspondencia mediante listas ordenadas con la interfase STL.

[Archivo: map.h]

= En vez del tipo elem t se define un template pair<class first_t,class second_ t>.

Este template es usado para map y otros contenedores y algoritmos de STL. Los campos firsty
second de pair son publicos. Esto es un caso muy especial dentro de las STL y la programacién
orientada a objetos en general ya que en general se desaconseja permitir el acceso a los campos
datos de un objeto. (La motivacién para esto es que pair<> es una construccién tan simple
que se permite violar la regla.) pair<> es una forma muy simple de asociar pares de valores en
un unico objeto. Otro uso de pair<> es para permitir que una funcién retorne dos valores al
mismo tiempo. Esto se logra haciendo que retorne un objeto de tipo pair<>.

La clase map es un template de las clases domain t y range t. Los elementos de la lista seran
de tipo pair<domain_ t, range t>.

Para simplificar la escritura de la clase, se definen dos tipos internos pair. t y list_t. Los
elementos de la lista seran de tipo pair._t. También se define el tipo publico iterator que es
igual al iterator sobre la lista, pero esta definicién de tipo permitird verlo también externamente
como map<domain_t, range t>::iterator.

val=M.retrieve (key) se reemplaza sobrecargando el operador [], de manera que con esta
interfase la operaciéon anterior se escribe val=M[key]. Recordar que tiene el mismo efecto
colateral que retrieve: Si key no tiene ningiin valor asignado, entonces M[key] le asigna uno
por defecto. Ademsds, igual que retrieve, M[key] retorna una referencia de manera que es
vélido usarlo como miembro izquierdo, como en M[key]=val.

© N Y ;A W N R

~
=

map<int,double> sueldo;
while(1) {

cout << "Ingrese nro. documento > ";
int doc;
double salario;
cin >> doc;
if (!doc) break;
map<int,double>::iterator q = sueldo.find(doc);
if (g==sueldo.end()) {

cout << "Ingrese salario mensual: ";
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11 cin >> salario;

12 sueldo[doc]=salario;

13 Felsed

14 cout << "Doc: " << doc << ", salario: "

15 << sueldo[doc] << endl;

16 }

17 }

18 cout << "No se ingresan mas sueldos. . ." << endl;

Cédigo 2.29: Tabla de sueldos del personal implementado con la interfase STL de map (ver cddi-
go 2.27). [Archivo: payroll3.cpp]

El programa implementado en el cédigo 2.25 escrito con esta interface puede observarse en el
codigo 2.29.

2.4.3.3. Tiempos de ejecucion para listas ordenadas

Consideremos primero p=lower_bound (k) con éxito (es decir, cuando k tiene un valor asignado).
El costo es proporcional a la distancia con respecto al origen de la posiciéon donde se encuentra la
asignacion. Valores de k bajos quedaran en las primeras posiciones de la lista y los valores altos al
fondo de la misma. En promedio un valor puede estar en cualquier posicién de la lista, con lo cual
tendra un costo O(n/2) = O(n). El p=lower bound (k) sin éxito (es decir, cuando k no tiene un
valor asignado) en este caso también se detiene cuando llega a un elemento mayor o igual y, usando
el mismo razonamiento, también es O(n/2) = O(n). Consecuentemente, si bien hay una ganancia en
el caso de listas ordenadas, el orden del tiempo de ejecucion es practicamente el mismo que en el caso
de listas no ordenadas.

’ Operacién ‘ lista ‘ vector ‘
find (key) 0(1)/0(n)/O(n) | O(1)/O(logn)/O(logn)
M[key] (no existente) 0O(1)/O(n)/O(n) O(1)/0(n)/O(n)
M[key] (existente) 0(1)/0(n)/O(n) | O(1)/O(logn)/O(logn)
erase (key) 0(1)/0(n)/0(n) 0(1)/0(n)/O(n)
key, value, begin, end, 0(1) O(1)
clear O(n) 0(1)

Tabla 2.6: Tiempos de ejecucién para operaciones sobre correspondencias con contenedores lineales or-
denados. n es el nimero de asignaciones en la correspondencia. (La notacién es mejor/promedio/peor.
Si los tres son iguales se reporta uno sélo.)

find (key) y M[key] estan basados en lower._bound y tienen el mismo tiempo de ejecucion
ya que para listas las inserciones son O(1). Los tiempos de ejecucién para correspondencias por listas

ordenadas se sumarizan en la Tabla 2.6.

2.4.3.4. Implementacion mediante vectores ordenados
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30

#ifndef AED_MAPV_H
#define AED_MAPV_H

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
namespace aed {

template<typename first_t,typename second_t>
class pair {
public:

first_t first;

second_t second;
pair() : first(first_t()), second(second_t()) {}
+;

// iterator para map va a ser el mismo que para listas.

template<typename domain_t,typename range_t>
class map {

public:
typedef int iterator;

private:
typedef pair<domain_t,range_t> pair_t;
typedef vector<pair_t> vector_t;
vector_t v;

iterator lower_bound(domain_t key) {

int p=0, q=v.size(), r;
if (!q | | vlp].first >key) return O;
while (q-p > 1) {

r = (p+q)/2;

range_t kr = v[r].first;

if (key > kr) p=r;

else if (key < kr) g=r;

else if (kr==key) return r;
}
if (v[p].first == key) return p;
else return q;

}

public:
map() { }

iterator find(domain_t key) {
int p = lower_bound (key) ;
if (p ==v.size() | | vl[p].first == key) return p;
else return v.size();

}
range_t & operator[] (domain_t key) {
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54 iterator p = lower_bound (key) ;

55 if (p ==v.size() || v[p].first !=key) {
56 v.push_back(pair_t());

57 iterator q = v.size();

58 while (--q > p) vlql =vlq-1]1;

59 vlp].first = key;

60 }'

61 return v[p].second;

62 }

63 int erase(domain_t key) {

64 iterator p = find(key); int r =0;
65 if (p!=end()) { erase(p); r=1; }
66 return r;

67 }

68 bool empty() { return v.size()==0; }
69 void erase(iterator p) {

70 iterator q = p;

71 while (q !=v.size()) {

72 vlgq]l =vilq+1];

73 q++;

74 }

75 v.pop_back();

76 }

77 iterator begin() { return 0; }

78 iterator end() { return v.size(); }
79 void clear() { v.clear(); }

80 int size() { return v.size(); }

81 F;

s2 F

83 #endif

Cédigo 2.30: Implementacion de correspondencia con vectores ordenados. [Archivo: mapv.h]

La ganancia real de usar contenedores ordenados es en el caso de vectores ya que en ese caso
podemos usar el algoritmo de “biisqueda binaria” ( “binary search”) en cuyo caso p=lower_bound (k)
resulta ser O(logn) en el peor caso. Una implementacién de correspondencias con vectores ordenados
puede verse en el codigo 2.30. El cédigo se basa en la clase vector de STL, pero en realidad con
modificaciones menores se podrian reemplazar los vectores de STL por arreglos estandar de C. La
correspondencia almacena las asignaciones (de tipo pair t) en un vector<pair t> v. Para el
tipo map<>: :iterator usamos directamente el tipo entero.

Veamos en detalle el algoritmo de busqueda binaria en lower. bound (). El algoritmo se basa
en ir refinando un rango [p, q) tal que la clave buscada esté garantizado siempre en el rango, es decir
ky, <k < kq, donde k,, k; son las claves en las posiciones p y ¢ respectivamente y k es la clave buscada.
Las posiciones en el vector como p, g se representan por enteros comenzando de 0. La posicion end ()
en este caso coincide con el entero size () (el tamano del vector). En el caso en que ¢ =size()
entonces asumimos que la clave correspondiente es k; = 00, es decir mas grande que todas las claves
posibles.

Si el vector estd vacio, entonces lower. bound retorna 0 ya que entonces debe insertar en end ()
que en ese caso vale 0. Lo mismo si k& < kg, ya que en ese caso la clave va en la primera posicién.
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Si ninguno de estos casos se aplica, entonces el rango [p,q), con p =0y m =v.size () es un rango
vélido, es decir k, < k < k.

Figura 2.17: Refinando el rango de busqueda en el algoritmo de bisqueda binaria.

Una vez que tenemos un rango valido [p,q) podemos refinarlo (ver figura 2.17) calculando la
posicién media

r = floor((p +q)/2) (2.21)

donde floor(x) es la parte entera de x (floor() es parte de la libreria 1ibe, estandar de C). Esto divide
[p, q) en dos subrangos disjuntos [p,r) y [r,q). y comparando la clave k con la que estd almacenado en
la posicién r, k.. Si k >= k, entonces el nuevo rango es el [r, ¢), mientras que si no es el [p,r). Notar
que si el rango [p, q) es de longitud par, esto es n = g — p es par, entonces los dos nuevos rangos son
iguales, de longitud igual a la mitad n = (¢ — p)/2. Si no, uno es de longitud n = floor((¢ — p)/2)
y el otro de longitud n = floor((¢ — p)/2) + 1. Ahora bien, a menos que n = 1, esto implica que en
cada refinamiento la longitud del rango se reduce estrictamente, de manera que en a lo sumo en n
pasos la longitud se reduce a longitud 1, en cuyo caso el algoritmo se detiene. En ese caso o bien la
clave buscada esta en p, en cuyo caso lower. bound retorna p, o bien la clave no estd y el punto de
insercion es q.

p=find (k) se implementa facilmente en términos de Iower. bound (). Basicamente es idéntica
al find () de listas en el cédigo 2.26. Por otra parte operator[] es un poco mas complicado, ya
que si la busqueda no es exitosa (es decir, si k no tiene ningun valor asignado) hay que desplazar todas
las asignaciones una posicién hacia el final para hacer lugar para la nueva asignacién (el lazo de las
lineas 55-60).

2.4.3.5. Tiempos de ejecucion para vectores ordenados

Ahora estimemos mejor el nimero de refinamientos. Si el niimero de elementos es inicialmente
una potencia de 2, digamos n = 2™, entonces despties del primer refinamiento la longitud sera 2m1,
después de dos refinamientos 2™ 2, hasta que, después de m refinamientos la longitud se reduce a
20 = 1 y el algoritmo se detiene. De manera que el nimero de refinamientos es m = logy n. Puede
verse que, si n no es una potencia de dos, entonces el nimero de refinamientos es m = floor(logy n) + 1.
Pero el tiempo de ejecucién de lower bound es proporcional al nimero de veces que se ejecuta el
lazo de refinamiento, de manera que el costo de lower bound () es en el peor caso O(logn). Esto
representa una significante reduccién con respecto al O(n) que tenfamos con las listas. Notar de paso
que el algoritmo de bisqueda binaria no se puede aplicar a listas ya que estas no son contenedores de
“acceso aleatorio”. Para vectores, acceder al elemento j-ésimo es una operacién O(1), mientras que
para listas involucra recorrer toda la lista desde el comienzo hasta la posicién entera j, lo cual es O(7).

Como p=find (k) estd basado en lower bound() el costo de éste es también O(logn). Para
M[k] tenemos el costo de lower._bound () por un lado pero también tenemos el lazo de las lineas 55—
60 para desplazar las asignaciones, el cual es O(n). Los resultados se sumarizan en la Tabla 2.6. Para
M key] hemos separado los casos en que la clave era ya existente de cuando no existia. Notar la
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implementacién por vectores ordenados es éptima en el caso de no necesitar eliminar asignaciones o
insertar nuevas.

2.4.4. Definicion de una relacién de orden

Para implementar la correspondencia con contenedores ordenados es necesario contar con una
relacion de orden en conjunto universal de las claves. Para los tipos niimericos basicos se puede usar el
orden usual y para las cadenas de caracteres el orden lexicogrifico (alfabético). Para otros conjuntos
universales como por ejemplo el conjunto de los pares de enteros la definicién de una tal relacién de
orden puede no ser trivial. Seria natural asumir que

(2,3) < (5,6) (2.22)

ya que cada uno de las componentes del primer par es menor que la del segundo par, pero no sabriamos
como comparar (2,3) con (5,1). Primero definamos mas precisamente qué es una “relacion de orden”.
Definicion: “<” es una relacién de orden en el conjunto C' si,

1. < es transitiva, es decir, si a < b y b < ¢, entonces a < c.
2. Dados dos elementos cualquiera de C'; una y sélo una de las siguientes afirmaciones es valida:

ma<b,
m b<a
m g=0.

Una posibilidad seria en comparar ciertas funciones escalares del par, como la suma, o la suma de
los cuadrados. Por ejemplo definir que (a,b) < (¢,d) siy sélo si (a + b) < (c+ d). Una tal definicién
satisface 1, pero no 2, ya que por ejemplo los pares (2,3) y (1,4) no satisfacen ninguna de las tres
condiciones.

Notar que una vez que se define un operador <, los operadores <, >y > se pueden definir facilmente
en términos de <.

Una posibilidad para el conjunto de pares de enteros es la siguiente (a,b) < (¢,d) sia<coa=c
y b < d. Notar, que esta definicién es equivalente a la definicién lexicografica para pares de letras si
usamos el orden alfabético para comparar las letras individuales.

Probemos ahora la transitividad de esta relacién. Sean (a,b) < (¢,d) y (¢,d) < (e, f), entonces hay
cuatro posibilidades

ma<c<e
ma<c=eyd<f
ma=c<eyb<d
sa=c=eyb<d<f

y es obvio que en cada una de ellas resulta ser (a,b) < (e, f). También es facil demostrar la condicién
2.

Notar que esta relacién de orden puede extenderse a cualquier conjunto universal compuesto de
pares de conjuntos los cuales individualmente tienen una relaciéon de orden, por ejemplo pares de la
forma (doble,entero) o (entero,string). A su vez, aplicando recursivamente el razonamiento podemos
ordenar n-tuplas de elementos que pertenezcan cada uno de ellos a conjuntos ordenados.
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2.4.4.1. Equivalencia entre las diferentes relaciones de orden

Usualmente las relaciones de orden se definen en un programa a traves de un “predicado binario”,
es decir una funcién que toma como argumento dos elementos y retorna un bool. En las STL se define
el operador < como el predicado bool lower. than(T a, Tb)

Cualquiera de las cuatro relaciones de orden (<, >, <y >) sirve en principio, de hecho cualquiera
de ellas se puede deducir una partir de cualquiera de las otras. Por ejemplo, dados dos elementos a, b
el operador de comparacion
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Capitulo 3

Arboles

Los arboles son contenedores que permiten organizar un conjunto de objetos en forma jerarquica.
Ejemplos tipicos son los diagramas de organizacién de las empresas o instituciones y la estructura
de un sistema de archivos en una computadora. Los arboles sirven para representar férmulas, la
descomposicién de grandes sistemas en sistemas méas pequenos en forma recursiva y aparecen en
forma sisteméatica en muchisimas aplicaciones de la computacién cientifica. Una de las propiedades
mas llamativas de los arboles es la capacidad de acceder a muchisimos objetos desde un punto de
partida o raiz en unos pocos pasos. Por ejemplo, en mi cuenta poseo unos 61,000 archivos organizados
en unos 3500 directorios a los cuales puedo acceder con un méximo de 10 cambios de directorio (en
promedio unos 5).

Sorprendentemente no existe un contenedor STL de tipo arbol, si bien varios de los otros contene-
dores (como conjuntos y correspondencias) estdn implementados internamente en términos de &rboles.
Esto se debe a que en la filosofia de las STL el arbol es considerado o bien como un subtipo del grafo
o bien como una entidad demasiado béasica para ser utilizada directamente por los usuarios.

3.1. Nomenclatura basica de arboles

Un arbol es una coleccién de elementos llamados “nodos”, uno de los cuales es la “raiz”. Existe
una relaciéon de parentesco por la cual cada nodo tiene un y sélo un “padre”, salvo la raiz que no lo
tiene. El nodo es el concepto andlogo al de “posicion” en la lista, es decir un objeto abstracto que
representa una posicion en el mismo, no directamente relacionado con el “elemento” o “etiqueta” del
nodo. Formalmente, el drbol se puede definir recursivamente de la siguiente forma (ver figura 3.1)

s Un nodo sélo es un arbol

= Sinesunnodoy Ty, 15, ..., T son arboles con raices ni, ..., ni entonces podemos construir
un nuevo arbol que tiene a n como raiz y donde nq, ..., ni son “hijos” de n.

También es conveniente postular la existencia de un “drbol vacio” que llamaremos A.
Ejemplo 3.1: Consideremos el drbol que representa los archivos en un sistema de archivos. Los nodos
del arbol pueden ser directorios o archivos. En el ejemplo de la figura 3.2, la cuenta anuser/ contiene
3 subdirectorios docs/, programas/y juegos/, los cuales a su vez contienen una serie de archivos.
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Figura 3.1: Construccién recursiva de un arbol

(programas/) (juegos/)

Figura 3.2: Arboles representando un sistema de archivos

En este caso la relacién entre nodos hijos y padres corresponde a la de pertenencia: un nodo a es hijo

de otro b, si el archivo a pertenece al directorio b. En otras aplicaciones la relacién padre/hijo puede
representar querer significar otra cosa.

@)
k)  © W
e ©® O

Figura 3.3: Ejemplo simple de arbol

Camino. Sing,ns,...,n; es una secuencia de nodos tales que n; es padre de n;1 parat =1... k—1,

entonces decimos que esta secuencia de nodos es un “camino” (“path”), de manera que {anuser,
docs, m2.txt} es un camino, mientras que {docs, anuser, programas} no. (Coincidentemente
en Unix se llama camino a la especificacién completa de directorios que va desde el directorio raiz
hasta un archivo, por ejemplo el camino correspondiente a m2. txt es /anuser/docs/m2. txt.) La
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“longitud” de un camino es igual al ndmero de nodos en el camino menos uno, por ejemplo la longitud
del camino {anuser, docs, m2. txt} es 2. Notar que siempre existe un camino de longitud 0 de un
nodo a si mismo.

Descendientes y antecesores. Si existe un camino que va del nodo a al b entonces decimos que
a es antecesor de b y b es descendiente de a. Por ejemplo ml.txt es descendiente de anuser y
juegos es antecesor de g2. Estrictamente hablando, un nodo es antecesor y descendiente de si mismo
ya que existe camino de longitud 0. Para diferenciar este caso trivial, decimos que a es descendiente
(antecesor) propio de b si a es descendiente (antecesor) de b, pero a # b. En el ejemplo de la figura 3.3
a es ascendiente propio de ¢, f y d,

Hojas. Un nodo que no tiene hijos es una “hoja” del drbol. (Recordemos que, por contraposicién el
nodo que no tiene padre es tnico y es la raiz.) En el ejemplo, los nodos e, f, h y d son hojas.

3.1.0.1.1. Altura de un nodo. La altura de un nodo en un arbol es la maxima longitud de un
camino que va desde el nodo a una hoja. Por ejemplo, el arbol de la figura la altura del nodo c es 2. La
altura del arbol es la altura de la raiz. La altura del arbol del ejemplo es 3. Notar que, para cualquier
nodo n

0; sin es una hoja

altura(n) = { (3.1)

1 4+ max,—nijo de n altura(s);si no lo es.

3.1.0.1.2. Profundidad de un nodo. Nivel. La “profundidad” de un nodo es la longitud de
Unico camino que va desde el nodo a la raiz. La profundidad del nodo g en el ejemplo es 2. Un “nivel” en
el arbol es el conjunto de todos los nodos que estan a una misma profundidad. El nivel de profundidad
2 en el ejemplo consta de los nodos e, f y g.

3.1.0.1.3. Nodos hermanos Se dice que los nodos que tienen un mismo padre son “hermanos”
entre si. Notar que no basta con que dos nodos estén en el mismo nivel para que sean hermanos. Los
nodos f y g en el drbol de la figura 3.3 estan en el mismo nivel, pero no son hermanos entre si.

3.2. Orden de los nodos

Figura 3.4: Arboles ordenados: el orden de los hijos es importante de manera que los arboles de la
figura son diferentes.

En este capitulo, estudiamos arboles para los cuales el orden entre los hermanos es relevante. Es
decir, los arboles de la figura 3.4 son diferentes ya que si bien a tiene los mismos hijos, estan en
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diferente orden. Volviendo a la figura 3.3 decimos que el nodo c estd a la derecha de b, o también que
c es es el hermano derecho de b. También decimos que b es el “hijo mds a la izquierda” de a. El orden
entre los hermanos se propaga a los hijos, de manera que h estd a la derecha de e ya que ambos son
descendientes de ¢ y b, respectivamente. A estos arboles se les llama “drboles ordenados orientados”

(AOO).

avanza por hermano derecho avanza por hijo mas izquierdo

Figura 3.5: Direcciones posibles para avanzar en un arbol.

Podemos pensar al arbol como una lista bidimensional. Asi como en las listas se puede avanzar
linealmente desde el comienzo hacia el fin, en cada nodo del arbol podemos avanzar en dos direcciones
(ver figura 3.5)

s Por el hermano derecho, de esta forma se recorre toda la lista de hermanos de izquierda a derecha.
= Por el hijo mas izquierdo, tratando de descender lo mas posible en profundidad.

En el primer caso el recorrido termina en el Gltimo hermano a la derecha. Por analogia con la posicion
end () en las listas, asumiremos que después del tltimo hermano existe un nodo ficticio no derefe-
renciable. Igualmente, cuando avanzamos por el hijo més izquierdo, el recorrido termina cuando nos
encontramos con una hoja. También asumiremos que el hijo més izquierdo de una hoja es un nodo
ficticio no dereferenciable. Notar que, a diferencia de la lista donde hay una sola posiciéon no derefe-
renciable (la posicién end () ), en el caso de los drboles puede haber mas de una posiciones ficticias no
dereferenciables, las cuales simbolizaremos con A cuando dibujamos el arbol. En la figura 3.6 vemos
todas las posibles posiciones ficticias Aq,...,Ag para el arbol de la figura 3.5. Por ejemplo, el nodo
f no tiene hijos, de manera que genera la posicién ficticia Ao.Tampoco tiene hermano derecho, de
manera que genera la posicion ficticia As.

3.2.1. Particionamiento del conjunto de nodos

Ahora bien, dados dos nodos cualquiera m y n consideremos sus caminos a la raiz. Si m es des-
cendiente de n entonces el camino de n esta incluido en el de m o viceversa. Por ejemplo, el camino
de ¢, que es a, c, estd incluido en el de h, a,c, g, h, ya que c es antecesor de h. Si entre m y n no hay
relacion de descendiente o antecesor, entonces los caminos se deben bifurcar necesariamente en un
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Figura 3.6: Todas las posiciones no dereferenciables de un arbol.

cierto nivel. EI orden entre m y n es el orden entre los antecesores a ese nivel. Esto demuestra que,
dados dos nodos cualquiera m y n sélo una de las siguientes afirmaciones puede ser cierta

M =n
= m es antecesor propio de n
= 1 es antecesor propio de m
= m estd a la derecha de n
= 1 estd a la derecha de m

_-.antecesores
“ \

-
4 1
.
s
’

Figura 3.7: Clasificacién de los nodos de un arbol con respecto a un nodo. Izquierda: con respecto al
nodo c¢. Derecha: con respecto al nodo f

Dicho de otra manera, dado un nodo n el conjunto IV de todos los nodos del arbol se puede dividir
en 5 conjuntos disjuntos a saber

N = {n} U {descendientes(n)} U {antecesores(n)} U {derecha(n)} U {izquierda(n)} (3.2)

En la figura 3.7 vemos la particién inducida para los nodos ¢ y f. Notar que en el caso del nodo f el
conjunto de los descendientes es vacio (().
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3.2.2. Listado de los nodos de un arbol
3.2.2.1. Orden previo

Existen varias formas de recorrer un arbol listando los nodos del mismo, generando una lista de
nodos. Dado un nodo n con hijos ny, na, ...nm,, el “listado en orden previo” ( “preorder”) del nodo n
que denotaremos como oprev(n) se puede definir recursivamente como sigue

oprev(n) = (n,oprev(ni),oprev(nsa),...,oprev(ny)) (3.3)

Ademas el orden previo del arbol vacio es la lista vacia: oprev(A) = ().
Consideremos por ejemplo el drbol de la figura 3.3. Aplicando recursivamente (3.3) tenemos

oprev(a) = a,oprev(b),oprev(c), oprev(d)
= a,b,oprev(e),oprev(f),c,oprev(g),d
= a,b,oprev(e),oprev(f),c,oprev(g),d (3.4)
=a,b,e, f,c,g,0prev(h),d
=a,b,e, f,c,9,h,d

Una forma mas visual de obtener el listado en orden previo es como se muestra en la figura 3.8.
Recorremos el borde del arbol en el sentido contrario a las agujas del reloj, partiendo de un punto
imaginario a la izquierda del nodo raiz y terminando en otro a la derecha del mismo, como muestra
la linea de puntos. Dado un nodo como el b el camino pasa cerca de él en varios puntos (3 en el caso
de b, marcados con pequenos nimeros en el camino). El orden previo consiste en listar los nodos una
sola vez, la primera vez que el camino pasa cerca del drbol. Asi en el caso del nodo b, este se lista al
pasar por 1. Queda como ejercicio para el lector verificar el orden resultante coincide con el dado en

(3.4).

Figura 3.8: Recorrido de los nodos de un érbol en orden previo.

3.2.2.2. Orden posterior

El “orden posterior” ( “postorder”) se puede definir en forma andloga al orden previo pero reem-
plazando (3.3) por
opost(n) = (opost(ny),opost(ns), ..., opost(n.,),n) (3.5)
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y para el arbol del ejemplo resulta ser

opost(a) = opost(b), opost(c), opost(d), a
= opost(e), opost(f), b, opost(g), ¢, d, a (3.6)
267 f7b7OpOSt(h)7g7c7d7a .

= €7f7b7h7g7c7d7a/
Visualmente se puede realizar de dos maneras.

» Recorriendo el borde del arbol igual que antes (esto es en sentido contrario a las agujas del reloj),
listando el nodo la ultima vez que el recorrido pasa por al lado del mismo. Por ejemplo el nodo
b seria listado al pasar por el punto 3.

» Recorriendo el borde en el sentido opuesto (es decir en el mismo sentido que las agujas del
reloj), y listando los nodos la primera vez que el camino pasa cera de ellos. Una vez que la lista
es obtenida, invertimos la lista. En el caso de la figura el recorrido en sentido contrario daria
(a,d,c,g,h,b, f,e). Al invertirlo queda como en (3.6).

Existe otro orden que se llama “simétrico”, pero este sélo tiene sentido en el caso de arboles
binarios, asi que no sera explicado aqui.

3.2.2.3. Orden posterior y la notacién polaca invertida

*
+/ _
2 3 4 5
Figura 3.9: Arbol correspondiente a la expresién matemética (2 4 3) * (4 — 5)

Las expresiones matematicas como (2 + 4) x (4 — 5) se pueden poner en forma de drbol como se
muestra en la figura 3.9. La regla es

» Para operadores binarios de la forma a + b se pone el operador (+) como padre de los dos
operandos (a y b). Los operandos pueden ser a su vez expresiones. Funciones binarias como
rem(10,5) (rem es la funcién resto) se tratan de esta misma forma.

» Operadores unarios (como —3) y funciones (como sin(20)) se escriben poniendo el operando
como hijo del operador o funcién.

» Operadores asociativos con mas de dos operandos (como 1+ 3 4+ 4 + 9) deben asociarse de a 2
(comoen (((1+3)+4)+9)).
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+/ * \+
SN RN
3 | /*\ 20 /—\
S-Zn 5/—\exp 10 7
4/ \20 3\

Figura 3.10: Arbol correspondiente a la expresién matemética (3.7)

De esta forma, expresiones complejas como
(3 +sin(4 4 20) * (5 — €3)) % (20 + 10 — 7) (3.7)

pueden ponerse en forma de arbol, como en la figura 3.10.
El listado en orden posterior de este arbol coincide con la notacién polaca invertida (RPN) discutida
en la seccién §2.2.1.

3.2.3. Notacién Lisp para arboles

()
) (h) @

@ © OCwvw O ©
W)

Figura 3.11: Arbol correspondiente a una expresion de llamadas a funciones.

Una expresion matematica compleja que involucra funciones cuyos argumentos son a su vez lla-
madas a otras funciones puede ponerse en forma de arbol. Por ejemplo, para la expresién

f(g(a, b), h(t, u,v), q(r, s(w))) (3.8)
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corresponde un arbol como el de la figura 3.11. En este caso cada funciéon es un nodo cuyos hijos
son los argumentos de la funcién. En Lisp la llamada a un funcién f(x,y, z) se escribe de la forma
(f x y z), de manera que la llamada anterior se escribiria como

1 (f (gab) (htuv) (gr (sw)))

Para expresiones més complejas como la de (3.7), la forma Lisp para el arbol (figura 3.10) da el cédigo
Lisp correspondiente

L (% (+ 3 (% (sin (+ 4 20)) (- 5 (exp 3)))) (+ 20 (- 10 7)))

Esta notacion puede usarse para representar arboles en forma general, de manera que, por ejemplo,
el arbol de la figura 3.3 puede ponerse, en notacién Lisp como

1(a (b e £f) (c (g h)) d)

Notemos que el orden de los nodos es igual al del orden previo. Se puede dar una definicién precisa
de la notacion Lisp como para el caso de los érdenes previo y posterior:

lisp(n) si n es una hoja: n (3.9)
isp(n) = .
P caso contrario: (n lisp(ny) lisp(ng) ... lisp(nm,))

donde n; ...n,, son los hijos del nodo n.

Es evidente que existe una relacién univoca entre un arbol y su notacién Lisp. Los paréntesis dan
la estructura adicional que permite establecer la relaciéon univoca. La utilidad de esta notacién es que
permite facilmente escribir arboles en una linea de texto, sin tener que recurrir a un grafico. Basado
en esta notacién, es facil escribir una funcién que convierta un arbol a una lista y viceversa.

También permite “serializar” un arbol, es decir, convertir una estructura “bidimensional” como
es el arbol, en una estructura unidimensional como es una lista. El serializar una estructura compleja
permite almcenarla en disco o comunicarla a otro proceso por mensajes.

3.2.4. Reconstruccién del arbol a partir de sus 6rdenes

® © @ ® @ B (b)

© © © @
O

Figura 3.12: Los cuatro arboles de la figura tienen el mismo orden previo (a,b, ¢, d)

Podemos preguntarnos si podemos reconstruir un arbol a partir de su listado en orden previo. Si
tal cosa fuera posible, entonces seria facil representar arboles en una computadora, almacenando dicha
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® © @ ® @
(©

- E—E

Figura 3.13: Los cuatro arboles de la figura tienen el mismo orden posterior (b, ¢, d, a)

lista. Sin embargo puede verse facilmente que arboles distintos pueden dar el mismo orden previo (ver
figura 3.12) o posterior (ver figura 3.13).

Sin embargo, es destacable que, dado el orden previo y posterior de un arbol si se puede reconstruir
el arbol. Primero notemos que (3.3) implica que el orden de los nodos queda asi

oprev(n) = (n, ny, descendientes(ny), no, descendientes(nz), . . . , Ny, descendientes (i, )) (3.10)
mientras que
opost(n) = (descendientes(ni), n1, descendientes(nz), na, . . ., descendientes(n, ), nm, n).  (3.11)

Notemos que el primer nodo listado en orden previo es la raiz, y el segundo su primer hijo n;. Todos
los nodos que estan después de ni en orden previo pero antes de nj en orden posterior son los
descendientes de nq. Prestar atencién a que el orden en que aparecen los descendientes de un dado
nodo en (3.10) puede no coincidir con el que aparecen en (3.11). De esta forma podemos deducir cuales
son los descendientes de ni. El nodo siguiente, en orden previo, a todos los descendientes de n; debe
ser el segundo hijo ny. Todos los nodos que estan después de ny en orden previo pero antes de no en
orden posterior son descendientes de ns. Asi siguiendo podemos deducir cuales son los hijos de n y
cuales son descendientes de cada uno de ellos.

Ejemplo 3.2: Consigna: Encontrar el arbol A tal que

orden previo = (z,w,a,x,y,c,m,t,u,v) (3.12)

orden posterior = (w, z,y, a,t,u,v,m,c, z)

Solucion: De los primeros dos nodos en orden previo se deduce que z debe ser el nodo raiz y w su
primer hijo. No hay nodos antes de w en orden posterior de manera que w no tiene hijos. El nodo
siguiente a w en orden previo es a que por lo tanto debe ser el segundo hijo de z. Los nodos que estan
antes de a pero después de w en orden posterior son x e y, de manera que estos son descendientes de a.
De la misma forma se deduce que el tercer hijo de z es ¢ y que sus descendientes son m, t,u,v. A esta
altura podemos esbozar un dibujo del drbol como se muestra en la figura 3.14. Las lineas de puntos
indican que, por ejemplo, sabemos que m, ¢, u, v son descendientes de ¢, pero todavia no conocemos la
estructura de ese subarbol.
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Figura 3.14: Etapa parcial en la reconstruccion del arbol del ejemplo 3.2

Ahora bien, para hallar la estructura de los descendientes de ¢ volvemos a (3.12), y vemos que

oprev(c) = (¢,m,t,u,v) (3.13)
opost(c) = (t,u,v,m,c) |

de manera que el procedimiento se puede aplicar recursivamente para hallar los hijos de ¢ y sus
descendientes y asi siguiendo hasta reconstruir todo el arbol. El 4rbol correspondiente resulta ser, en
este caso el de la figura 3.15, o en notacién Lisp (z w (a2 x y) (¢ (m t u v))).

w @ ©
® © m
LW

Figura 3.15: Arbol reconstruido a partir de los érdenes previo y posterior especificados en (3.12)

3.3. Operaciones con arboles

3.3.1. Algoritmos para listar nodos

Implementar un algoritmo para recorrer los nodos de un arbol es relativamente simple debido a
su naturaleza intrinsecamente recursiva, expresada en (3.3). Un posible algoritmo puede observarse
en el cédigo 3.1. Si bien el algoritmo es genérico hemos usado ya algunos conceptos familiares de las
STL, por ejemplo las posiciones se representan con una clase iterator. Recordar que para drboles
se puede llegar al “fin del contenedor”, es decir los nodos A, en méas de un punto del contenedor. El
c6digo genera una lista de elementos L con los elementos de T en orden previo.
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void preorder(tree &T,iterator n,list &L) {
L.insert(L.end(),/* valor en el nodo ‘n’. .. */);
iterator ¢ = /* hijo mas izquierdo de n. .. */;
while (/* ‘c’ no es ‘Lambda’. .. */) {
preorder(T,c,L);
¢ = /* hermano a la derechade c. . . */;
}
}

® N O «r A W N~

Cédigo 3.1: Algoritmo para recorrer un arbol en orden previo. [Archivo: preorder.cpp]

void postorder (tree &T,iterator n,list &L) {

1

2 iterator c¢ = /* hijo mas izquierdoden ... */;

3 while (c '=T.end()) {

4 postorder (T,c,L);

5 c = /* hermano a la derechade c ... */;

6 F

7 L.insert(L.end(),/* valor en el nodo ‘n’. .. */);
s }

Cédigo 3.2: Algoritmo para recorrer un arbol en orden posterior. [Archivo: postorder.cpp]

1 void lisp_print(tree &T,iterator n) {

2 iterator ¢ = /* hijo mas izquierdoden ... */;
3 1if (/* ‘c’ es ‘Lambda’. .. */) {

4 cout << /* valor en el nodo ‘n’. .. */;
5 JFelsed{

6 cout << " (" << /* valor de ‘n’ ... */;
7 while (/* ‘c’ no es ‘Lambda’. .. */) {
8 cout << " ",

9 lisp_print(T,c);

10 ¢ = /* hermano derechode c . .. */;
11 }

12 cout << ")";

13 F

14 }

Cédigo 3.3: Algoritmo para imprimir los datos de un arbol en notacién Lisp. [Archivo: lispprint.cpp]

En el cédigo 3.2 se puede ver un cédigo similar para generar la lista con el orden posterior, basada
en (3.5). Similarmente, en cédigo 3.3 puede verse la implementacién de una rutina que imprime la

notacién Lisp de un arbol.
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3.3.2. Imsercion en arboles

Para construir drboles necesitaremos rutinas de insercién supresion de nodos. Como en las listas,
las operaciones de insercién toman un elemento y una posicion e insertan el elemento en esa posicion

en el arbol.
@ @
f : o
© O © OO @ ©
() ®

insertazen Ay insertazeng

Figura 3.16: Resultado de insertar el elemento z en el arbol de la figura 3.6. Izquierda: Inserta z en la
posicién Agz. Derecha: Inserta z en la posicién g.

» Cuando insertamos un nodo en una posicién A entonces simplemente el elemento pasa a generar
un nuevo nodo en donde estaba el nodo ficticio A. Por ejemplo, el resultado de insertar el elemento
z en el nodo As de la figura 3.6 se puede observar en la figura 3.16 (izquierda). (Observacion:
En un abuso de notaciéon estamos usando las mismas letras para denotar el contenido del nodo
que el nodo en si.)

= Cuando insertamos un nodo en una posicién dereferenciable, entonces simplemente el elemento
pasa a generar un nuevo nodo hoja en el lugar en esa posicion, tal como operaria la operacion
de insercién del TAD lista en la lista de hijos. Por ejemplo, consideremos el resultado de insertar
el elemento z en la posicién g. El padre de g es ¢ y su lista de hijos es (g). Al insertar z en la
posicién de g la lista de hijos pasa a ser (z, g), de manera que z pasa a ser el hijo més izquierdo
de ¢ (ver figura 3.16 derecha).

» Asi como en listas insert (p, x) invalida las posiciones después de p (inclusive), en el caso de
arboles, una insercién en el nodo n invalida las posiciones que son descendientes de n y que estan
a la derecha de n.

3.3.2.1. Algoritmo para copiar arboles

iterator tree_copy(tree &T,iterator nt,
tree &Q,iterator nq) {
nq = /* nodo resultante de insertar el
elemento de ‘nt’ en ‘nq’ ... */;
iterator
ct = /* hijo mas izquierdo de ‘nt’ .. .*/,
cq = /* hijo mas izquierdo de ‘ng’ .. .*/;

N O st A W N
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¢ while (/* ‘ct’ no es ‘Lambda’. .. */) {
9 cq = tree_copy(T,ct,Q,cq);

10 ct = /* hermano derecho de ‘ct’. .. */;
11 cq = /* hermano derecho de ‘cq’. .. */;
12 }

13 return ng;

14 }

Cédigo 3.4: Seudocddigo para copiar un arbol. [Archivo: treecpy.cpp]

Q' Q°

\
\
\\-n
OO NNO (®)
é/
_/
& © & ©®© "

Figura 3.17: Algoritmo para copiar arboles.

Con estas operaciones podemos escribir el seudocédigo para una funcién que copia un arbol (ver
cédigo 3.4). Esta funcion copia el subarbol del nodo nt en el arbol T en la posicién ng en el arbol Qy
devuelve la posicién de la raiz del subarbol insertado en Q (actualiza el nodo ng ya que después de la
insercién es invalido). La funcién es recursiva, como lo son la mayoria de las operaciones no triviales
sobre arboles. Consideremos el algoritmo aplicado al arbol de la figura 3.17 a la izquierda. Primero
inserta el elemento que esta en nt en la posicién nqg. Luego va copiando cada uno de los subédrboles
de los hijos de ng como hijos del nodo nt. El nodo ct itera sobre los hijos de nt mientras que cq
lo hace sobre los hijos de nqg. Por ejemplo, si consideramos la aplicacién del algoritmo a la copia del
arbol de la figura 3.17 a la izquierda, concentrémonos en la copia del subarbol del nodo ¢ del arbol T'
al Q.

Cuando llamamos a tree_copy (T, nt,Q,nqg), nt es ¢ y ng es Ay, (mostrado como Q' en la
figura). La linea 3 copia la raiz del subdrbol que en este caso es el nodo ¢ insertdndolo en A;. Después
de esta linea, el arbol queda como se muestra en la etapa 2. Como en la insercién en listas, la linea
actualiza la posicién nq, la cual queda apuntando a la posiciéon que contiene a c. Luego ct y nt toman
los valores de los hijos mas izquierdos, a saber r y As. Como ct no es A entonces el algoritmo entra en
el lazo y la linea 9 copia todo el subarbol de 7 en Ay, quedando el drbol como en @3. De paso, la linea
actualiza el iterator cq, de manera que ct y cq quedan apuntando a los dos nodos r en sus respectivos
arboles. Notar que en este andlisis no consideramos la llamada recursiva a tree copy () sino que
simplemente asumimos que estamos analizando la instancia especifica de llamada a tree copy donde
nt es ¢ y no aquéllas llamadas generadas por esta instancia. En las lineas 10-11, los iterators ct y
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cq son avanzados, de manera que quedan apuntando a g y As. En la siguiente ejecucion del lazo la
linea 9 copiara todo el subarbol de g a Az. El proceso se detiene después de copiar el subarbol de w
en cuyo caso ct obtendra en la linea 10 un nodo A y la funcién termina, retornando el valor de ng
actualizado.

iterator mirror_copy(tree &T,iterator nt,
tree &Q,iterator nq) {
nq = /* nodo resultante de insertar
el elemento de ‘nt’ en ‘nq’ */;
iterator
ct = /* hijo mas izquierdo de ‘nt’ .. .*/,
cq = /* hijo mas izquierdo de ‘ng’ .. .*/;
while (/* ‘ct’ no es ‘Lambda’. .. */) {
cq = mirror_copy(T,ct,Q,cq);
ct = /* hermano derecho de ‘ct’ ... */;
}
12 return ng;

13 F

© 0 N S A W N~

~
~ o

Cédigo 3.5: Seudocddigo para copiar un darbol en espejo. [Archivo: mirrorcpy.cpp]

Con menores modificaciones la funciéon puede copiar un arbol en forma espejada, es decir, de
manera que todos los nodos hermanos queden en orden inverso entre si. Para eso basta con no avanzar
el iterator eq donde se copian los subarboles, es decir eliminar la linea 11 . Recordar que si en una
lista se van insertando valores en una posicién sin avanzarla, entonces los elementos quedan ordenados
en forma inversa a como fueron ingresados. El algoritmo de copia espejo mirror copy () puede
observarse en el cédigo 3.5.

Con algunas modificaciones el algoritmo puede ser usado para obtener la copia de un arbol reor-
denando las hojas en un orden arbitrario, por ejemplo dejandolas ordenadas entre si.

3.3.3. Supresion en arboles

Al igual que en listas, solo se puede suprimir en posiciones dereferenciables. En el caso de suprimir
en un nodo hoja, solo se elimina el nodo. Si el nodo tiene hijos, eliminarlo equivale a eliminar todo
el subarbol correspondiente. Como en listas, eliminando un nodo devuelve la posicién del hermano
derecho que llena el espacio dejado por el nodo eliminado.

1 iterator_t prune_odd(tree &T,iterator_t n) {
2 if (/* el valor de ‘n’ es impar. .. */7 2)

3 /* elimina el nodo ‘n’ y refresca. .. */;

4+ elsed

5 iterator_t c =

6 /* hijo mas izquierdo de ‘n’ ... */;

7 while (/*‘c’ no es ‘Lambda’ ... */)

8 ¢ = prune_odd (T, c);

9 n = /* hermano derecho de ‘n’. .. */;

}

—~
=}
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11 return n;

12 F

Cédigo 3.6: Algoritmo que elimina los nodos de un drbol que son impares, incluyendo todo su
subarbol [Archivo: pruneodd.cpp]

Por ejemplo consideremos el algoritmo prune odd (ver cddigo 3.6) que “poda” un érbol, elimi-
nando todos los nodos de un arbol que son impares incluyendo sus subarboles. Por ejemplo, si T=(6
(2 3 4) (5 8 10)). Entonces después de aplicar prune odd tenemos T=(6 (2 4)). Notar que los
nodos 8 y 10 han sido eliminados ya que, si bien son pares, pertenecen al subarbol del nodo 5, que
es impar. Si el elemento del nodo es impar todo el subdrbol del nodo es eliminado en la linea 3, caso
contrario los hijos son podados aplicindoles recursivamente la funciéon. Notar que tanto si el valor
contenido en n es impar como si no, n avanza una posiciéon dentro de prune_odd, ya sea al eliminar
el nodo en la linea 3 o al avanzar explicitamente en la linea 9.

3.3.4. Operaciones basicas sobre el tipo arbol

Los algoritmos para el listado presentados en las secciones previas, sugieren las siguientes opera-
ciones abstractas sobre arboles

» Dado un nodo (posicién o iterator sobre el arbol), obtener su hijo més izquierdo. (Puede retornar
una posicién A).

» Dado un nodo obtener su hijo hermano derecho. (Puede retornar una posicién A).

s Dada una posicién, determinar si es A o no.

= Obtener la posicién de la raiz del arbol.

= Dado un nodo obtener una referencia al dato contenido en el nodo.

» Dada una posicién (dereferenciable o no) y un dato, insertar un nuevo nodo con ese dato en esa
posicién.

= Borrar un nodo y todo su subéarbol correspondiente.

3.4. Interfase basica para arboles

class iterator_t {

1

s public:

4 iterator_t 1child();
5 iterator_t right();
6 F;

7

s class tree {

9 /* ... %/

10 public:

1n  iterator_t begin();
12 lterator_t end();
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13
14
15
16

elem_t &retrieve(iterator_t p);

iterator_t insert(iterator_t p,elem_t t);
iterator_t erase(iterator_t p);

void clear();

iterator_t splice(iterator_t to,iterator_t from);

18 F;

Codigo 3.7: Interfase basica para arboles. [Archivo: treebasl.h]

Una interfase basica, parcialmente compatible con la STL puede observarse en el codigo 3.7. Como

con las listas y correspondencias tenemos una clase iterator_ t que nos permite iterar sobre los
nodos del arbol, tanto dereferenciables como no dereferenciables. En lo que sigue T es un arbol, p, g
y r son nodos (iterators) y x es un elemento de tipo elem t.

m g = p.lchild(): Dada una posicion dereferenciable p retorna la posicién del hijo mas iz-
quierdo ( “leftmost child”). La posicién retornada puede ser dereferenciable o no.

» g = p.right (): Dada una posicién dereferenciable p retorna la posicién del hermano derecho.
La posicién retornada puede ser dereferenciable o no.

s T.end(): retorna un iterator no dereferenciable.

» p=begin (): retorna la posiciéon del comienzo del drbol, es decir la raiz. Si el arbol esta vacio,
entonces retorna end ().

» x = T.retrieve (p): Dada una posicién dereferenciable retorna una referencia al valor co-
rrespondiente.

m g = T.insert (p, x): Inserta un nuevo nodo en la posicién p conteniendo el elemento x. p
puede ser dereferenciable o no. Retorna la posiciéon del nuevo elemento insertado.

" p = T.erase (p): Elimina la posicién dereferenciable p y todo el subarbol de p.

» T.clear (): Elimina todos los elementos del arbol (equivale a T.erase (T.begin())).

T Q T

GO@ OXORON

Figura 3.18: Operacién splice.

s T.splice(to, from): Elimina todo el subarbol del nodo dereferenciable from y lo inserta
en el nodo (dereferenciable o no) to. to y from no deben tener relacién de antecedente o
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descendiente y pueden estar en diferentes arboles. Por ejemplo, consideremos el ejemplo de la
figura 3.18 (izquierda), donde deseamos mover todo el subarbol del nodo r en el drbol T a la
posicion del nodo v en el arbol Q. El resultado es como se muestra en la parte izquierda de la

figura y se obtiene con el llamado T.splice(r, v).

© 0 N O ;A W N
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void preorder (tree &T,iterator_t n,list<int> &L) {
L.insert(L.end(),T.retrieve(n));

iterator_t ¢ =n.lchild();
while (c!=T.end()) {
preorder(T,c,L);
c=c.right();
}
}
void preorder (tree &T,list<int> &L) {
if (T.begin()==T.end()) return;
preorder (T, T.begin(),L);
F

J)——= = kD ———  m KA D—mm f — =KD ——— ===k D
void postorder (tree &T,iterator_t n,list<int> &L) {
iterator_t ¢ =n.lchild();
while (c!=T.end()) {
postorder(T,c,L);
c=c.right();

L.insert(L.end(),T.retrieve(n));

F

void postorder (tree &T,list<int> &L) {
if (T.begin()==T.end()) return;
postorder(T,T.begin(),L);

}

/£y S 305 Sy S 205 SN S 37 S S 3P
void lisp_print (tree &T,iterator_t n)
iterator_t ¢ =n.lchild();
if (c==T.end()) cout << T.retrieve(n);
else {
cout << " (" << T.retrieve(n);
while (c!=T.end()) {
cout << " II;
lisp_print(T,c);
c=c.right();

Cout << II)H;
}
}
void lisp_print (tree &T) {
if (T.begin()!=T.end()) lisp_print(T,T.begin());
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49
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52
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99

iterator_t tree_copy(tree &T,iterator_t nt,
tree &Q,iterator_t nq) {
nq = Q.insert(nq,T.retrieve(nt));
iterator_t
ct =nt.1child(),
cq =nq.1child();
while (ct!=T.end()) {
cq = tree_copy(T,ct,Q,cq);
ct =ct.right();
cq = cq.right();

return nq;

}

void tree_copy(tree &T,tree &Q) {
if (T.begin() !=T.end())
tree_copy(T,T.begin(),Q,Q.begin());
}

Y e S e R G G
iterator_t mirror_copy(tree &T,iterator_t nt,
tree &Q,iterator_t nq) {
nq = @.insert(nq,T.retrieve(nt));
iterator_t
ct =nt.lchild(),
cq =nq.1lchild();
while (ct !=T.end()) {
cq = mirror_copy(T,ct,Q,cq);
ct =ct.right();

return ng;

}

void mirror_copy(tree &T,tree &Q) {
if (T.begin() !=T.end())
mirror_copy(T,T.begin(),Q,Q.begin());
}

e R 2 e 2 e B e S
iterator_t prune_odd(tree &T,iterator_t n) {
if (T.retrieve(n) ), 2) n = T.erase(n);
else {
iterator_t ¢ =n.1lchild();
while (¢ != T.end()) c = prune_odd(T,c);
n=n.right();

return n;

}

void prune_odd(tree &T) {

if (T.begin() !=T.end()) prune_odd(T,T.begin());

2
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Codigo 3.8: Diversos algoritmos sobre arboles con la interfase basica. [Archivo: treetools.cpp]

Los algoritmos preorder, postorder, lisp print, tree copy, mirror copy y
prune_odd descriptos en las secciones previas se encuentran implementados con las funciones de
la interfase basica en el cédigo 3.8.

3.4.1. Listados en orden previo y posterior y notacién Lisp

El listado en orden previo es simple. Primero inserta, el elemento del nodo n en el fin de la lista L.
Notar que para obtener el elemento se utiliza el método retrieve. Luego se hace que ¢ apunte al hijo
mas izquierdo de n y se va aplicando preorder () en forma recursiva sobre los hijos ¢. En la linea 7
se actualiza ¢ de manera que recorra la lista de hijos de n. La funcién postorder es completamente
andaloga, solo que el elemento de n es agregado después de los 6rdenes posteriores de los hijos.

3.4.2. Funciones auxiliares para recursion y sobrecarga de funciones

En general estas funciones recursivas se escriben utilizando una funcién auxiliar. En principio uno
querria llamar a la funciéon como preorder (T) asumiendo que se aplica al nodo raiz de T. Pero para
después poder aplicarlo en forma recursiva necesitamos agregar un argumento adicional que es un nodo
del arbol. Esto lo podriamos hacer usando una funcién recursiva adicional preorder aux(T,n).
Finalmente, harifamos que preorder (T) llame a preorder._aux:
void preorder_aux(tree &T,iterator_t n,list<int> &L) {

/* ... %/

}

void preorder (tree &T,list<int> &L) {
preorder_aux(T,T.begin(),L);

}

Pero como C++ admite “sobrecarga del nombre de funciones”, no es necesario declarar la fun-
cién auxiliar con un nombre diferente. Simplemente hay dos funciones preorder (), las cuales se
diferencian por el nimero de argumentos.

A veces se dice que la funcién preorder (T) actia como un “wrapper” ( “envoltorio”) para la
funcién preorder (T, n), que es la que hace el trabajo real. preorder (T) sélo se encarga de pasarle
los parametros correctos a preorder (T, n). De paso podemos usar el wrapper para realizar algunos
chequeos como por eje